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 ملخص

 

الركاهليح الري حلِا لَ اُويح في العذيذ في ُذا الثحث، لوٌا تذراسح هفاُين الوعادلاخ 

هي الرطثيماخ العلويح ّذصٌيفِا حسة ًْع الٌْاج الري الحل يعروذ عليِا. كذلك 

 ضليح ّذطثيك تعض الطزق الرحليليحدراسح علالح ُذٍ الوعادلاخ تالوعادلاخ الرفا

ذلك ذن لإيجاد الحل الصحيح. حيث اى الطزق الرحليليح اثثرد ّجْد ّّحذاًيح الحل. ك

ذطثيك الطزق العذديح لإيجاد الحل الرمزيثي تاسرخذام تزًاهج هاذلاب 

(MATLAB  ّذن إجزاء ذحليل الخطأ، حيث أظِزخ الٌرائج الرمزيثيح دلح ّل ،) زب

 هي الٌرائج الرحليليح.
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Abstract 

 

In this research, we have studied the concepts of Integral 

Equations which solution his it is importance in many scientific 

applications. They have been classified according them to the 

nucleus type that this solution depends upon it. Also the 

relationship between these equations and the differential 

equations has been discussed, including the applying of some 

analytical methods to find the correct solution. The analytical 

methods have proved the existence and uniqueness of the 

solution. The application of numerical methods for finding the 

approximate solution with using the MATLAB software and 

error analysis were conducted, where the approximate results 

showed the accuracy and closeness to the analytical results. 

 

  



 

  ز 

 

 قدمة عامةم

نتٌجة التداخلات بٌنها وتطورت بشكل رهٌب وبدأ العلماء بدراسة عندما تعقدت العلوم المختلفة 

سواء كانت فٌزٌائٌة، كٌمٌائٌة، بٌولوجٌة أو هندسٌة كان للمعادلات التكاملٌة  ةالظواهر الطبٌعٌ

بمختلف أنواعها دوراً بارزاً فً تفسٌر هذه الظواهر وإٌجاد الحلول المختلفة لها سواء كانت 

 .ةتحلٌلٌه أو عددٌ

المعادلات التكاملٌة مثل الطرق العددٌة لحل بعض  تطبٌق دراسة موضوع إلى العمل ٌهدف اهذ

 أربع على هذا العمل فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً. حٌث اشتملمعادلة فرٌدهولم و معادلة

 أبواب كما ٌلً:

ثانً ال البندالأول تم ذكر مقدمة عامة. وفً  البند. فً بنودستة  البابٌتضمن هذا  الأول: الباب

الأخرى، وفً  البنودبعض التعرٌفات والنظرٌات الأساسٌة والتً ترتبط بباقً  التطرق الًتم 

الثالث تم تعرٌف المعادلة التكاملٌة وذكر أنواعها سواء كانت خطٌة أو غٌر خطٌة، وفً  البند

النواة من حٌث كونها متصلة أو غٌر  على أساس نوعلمعادلات التكاملٌة االرابع تم تقسٌم  البند

معادلة فرٌدهولم من مسألة الشروط الحدٌة مع ذكر الأمثلة  استنباطالخامس تم  البندمتصلة. فً 

بالإضافة الً من مسألة القٌمة الابتدائٌة  التكاملٌة فولتٌرا معادلة الخامس تم استنباط البندوفً 

 الأمثلة.عرض بعض 

فولتٌرا معادلة ٌوضح هذا الباب بعض الطرق التحلٌلٌة لحل معادلة فرٌدهولم و :الثاني الباب

الأول تم ذكر مقدمة وفً  البند، فً بنودالتكاملٌة من النوع الثانً وهذا الباب ٌنقسم الً ستة 

 عرضتطرٌقة النواة القابلة للفصل لحل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة ثم  تم التطرق الًالثانً  البند

 لبندوفً االطرٌقة. وكذلك تم توضٌح طرٌقة التقرٌبات المتتالٌة. هذه  لتوضٌحالأمثلة ض بع

أما الفصل الرابع تم ذكر  الثالث تم إثبات وجود ووحدانٌة الحل لمعادلة فرٌدهولم التكاملٌة،

الخامس تم  البندمتسلسل وطرٌقة تحوٌل لابلاس لمعادلة فولتٌرا التكاملٌة. وفً الحل الطرٌقة 

السادس فقد تم توضٌح القٌم  البندإثبات وجود ووحدانٌة الحل لمعادلة فولتٌرا التكاملٌة، أما 

 فولتٌرا التكاملٌة.معادلة الذاتٌة والدوال الذاتٌة لمعادلة فرٌدهولم و
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 فولتٌرامعادلة لمعادلة فرٌدهولم و العددٌةهذا الباب تم دراسة بعض الطرق فً  الثالث: الباب

الأول تم وضع مقدمة،  البندفً ا ،بنودثلاثة على  الثانً. هذا الباب ٌحتويالتكاملٌة من النوع 

لحل معادلة فرٌدهولم  النواة القابلة للفصل وطرٌقة نٌستروم. ةقٌطردراسة تم الثانً  البندوفً 

قاعدة شبه المنحرف وطرٌقة  ةقٌطر التطرق الًبع تم االر البندالتكاملٌة من النوع الثانً، أما 

 لحل معادلة فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً.رانج كوتا 

 طرق العددٌةالفولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً بمعادلة تم حل معادلة فرٌدهولم و الرابع: الباب

الثانً تحلٌل الخطأ  البندالأول حل معادلة فرٌدهولم و البندفً  ،سبق ذكرها فً الباب الثالث التً

  .الثالث حل معادلة فولتٌرا التكاملٌة البندبطرٌقة نٌستروم لمعادلة فرٌدهولم التكاملٌة، أما 
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ةهقذه 1 ـ 1

لمعادلات التكاملٌة أهمٌتها الخاصة بٌن أفرع العلوم الرٌاضٌة المختلفة مثل المعادلات التفاضلٌة ا

 والمحولات والدوال الخاصة. التحلٌل الدالً، نظرٌة المؤثرات العادٌة والجزئٌة،

جد علم من العلوم المختلفة إلا وتلعب المعادلات التكاملٌة دوراً ولذلك ٌمكن القول "أنه لا ٌو

 المختلفة لحلنجد أن كثٌراً من الباحثٌن استطاعوا استنباط كثٌراً من الطرق ولذلك  فٌه"بارزاً 

المعادلات التكاملٌة سواء كانت النواة الخاصة بالمعادلة التكاملٌة متصلة أو غٌر متصلة. وهذه 

 كونها طرق تحلٌلٌة أو عددٌة.الطرق تتمثل فً 

تحت علامة  ةالمجهولالدالة كون فٌها تومن المعلوم أن المعادلة التكاملٌة هً المعادلة التً 

وبالرغم من أن معظم  اً خارج التكامل فً أحد طرفً المعادلة.أٌضالتكامل وقد ٌضاف المجهول 

ٌمكن صٌاغتها وتحلٌلها بدلالة المعادلات التفاضلٌة فإنه غالباً ما ٌمكن استبدال  ةالمسائل الفٌزٌائٌ

بعض المعادلات التفاضلٌة بمعادلات تكاملٌة لأنه فً هذه الحالة ٌمكن حلها بكفاءة أكثر باستخدام 

   التكاملٌة المعادلات طرق

 ةأساسيونظريات  تعريفات 2 - 1

 [1] 2- 1 - 1تعريف 

عملٌتان الجمع  معرف علٌها مجموعة غٌر خالٌة  مجالاً ما، ولتكن    لتكن  المتجه:الفضاء 

ث  حاصل         ولكل       مجموعة       والضرب بعدد بحٌ

تسمً متجهات( اذا   )وعناصر   ٌسمً فضاءً متجهاً علً   ، عندئذ      ضربهما

 تحققت الشروط التالٌة:

       لكل          -1

    حٌث       ٌكون     لكل  -2

(   ) ٌكون         ولكل     لكل  -3        
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 .       (   )فأن      و       لكل  -4

  . (  )     (  )   فأن      و           لكل -5

 [1] 2 - 2 - 1تعريف 

. فضاء (‖ ‖  )ْٕ فضاء يحجّ يعشف عهٍّ انًعٍاس    انفضاء انًعٍاسي  :الفضاء الوعياري

أٔ  فضاء خطً يعٍاسي جاو. انًعٍاس عهى انفضاء انًحجّ انحقٍقً ْٕ (Banach Space)تُاخ 

 ‖ ‖جكٌٕ يعشفة عهى انُحٕ     ْٕ دانة رات قًٍة حقٍقٍة حٍث أَّ نكم يحجّ    انًشكة 

 :ٔجحقق انخٕاص انحانٍة

1- ‖ ‖     

2- ‖ ‖           

3- ‖  ‖  | |‖ ‖ 

4- ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖                   )انًحثاٌُة انًثهثٍة(   

 .كًٍة قٍاسٍة أيًْ     ٔ   يحجٓات فً     حٍث 

 [1] 2 – 3 - 1تعريف 

إرا كاَث جحقق  فً انفضاء أَٓا يححاتعة أساسٍة +  ( )    *ٌقال عٍ انًححاتعة  :الفضاء التام

(     ) يعٍاس كٕشً  .    حٍث  ، ( )        نكم      

 ( ( )   إنىجحقاسب   ( )    َقٕل إٌفإَُا       عُذيا )  ‖     ‖    إرا كاَث

 عُصش فً ْزا انفضاء. إنىإرا كاَث كم يححاتعة أساسٍة جحقاسب  فضاء جاؤٌقال عٍ انفضاء أَّ 

 [1] – 4   2- 1تعريف 

 يعشف عهٍّ انضشب   فضاء انضشب انذاخهً ْٕ فضاء يحجّ  فضاء الضرب الذاخلي:
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 عهى  حقم انكًٍة انقٍاسٍة  إنى    ْٕ انذانة يٍ     عهى . حٍث أٌ انضشب انذاخهًانذاخهً

 〈   〉انشكم  عهىفإٌ ْزِ انكًٍة انقٍاسٍة جكحة     . تحٍث أَّ نكم صٔج يٍ انًحجٓات  

 ٔكًٍة               . تحٍث أَّ لأي يحجٓات  ٔ   ه ٔجسًً انضشب انذاخهً

 أٌ:َجذ   قٍاسٍة 

1-  〈     〉  〈   〉  〈   〉 

2-  〈    〉   〈   〉 

3- 〈   〉  〈   〉 

4- 〈   〉            

〈   〉        

‖ ‖   :النحو    على نعرف علٌه المعٌار   علىوالضرب الداخلً   √〈   〉 

  [1]5 – 2 – 1تعريف 

 +          *  . إذا كانت   فضاءً متجهاً علً مجال   لٌكن  الاستقلال الخطي:

تسمً غٌر مستقلة )مرتبطة( خطٌاً إذا وجدت  لٌس كلها اصفار   فإن   مجموعة جزئٌة من 

 بحٌث

                                                                  (   ) 

              هو (1.1) واذا كان الحل الوحٌد للمعادلة

 .  تسمً مستقلة )غٌر مرتبطة( خطٌاً علً   فإن 

   [1]6 – 2 - 1تعريف 

      أن نفرض  :(Cauchy – Schwarz Inequality) شوارتز –متباينة كوشي 

  



 يفاٍْى أساسٍة -انثاب الأٔل: 

 

 

6  

 

 

 بالتالً  .إلى فضاء الضرب الداخلً تنتمً

|〈   〉|  ‖ ‖‖ ‖ 

     يسحقهة خطٍاً، تحٍث أَّ لأي كًٍات قٍاسٍة     ْزِ انًحثاٌُة يححققة إرا ٔفقط إرا كاٌ 

 .       فإن      

 [2] 7 – 2 – 1تعريف 

   تمثل متتابعة كوشً فً +  *داخلً و ال هو فضاء الضرب   بفرض أن فضاء هيلبرت:

 بحٌث أنه  ( ) فإننا نوجد       تحقق الخاصٌة أنه لكل  بحٌث أن المتتابعة

‖     ‖                                   ( )                                                      (   )  

 بمعنً أخر 

  ‖     ‖                                                       (   )     
       

وإذا   عنصر فً  إلىأنها فضاء هٌلبرت إذا كانت كل متتابعة كوشً تتقارب    ٌقال عن 

 .عنصر وحٌد إلىكانت متتابعة كوشً متقاربة فإنها ٌجب أن تتقارب 

  [2] 8 – 2 – 1تعريف 

إذا كان  -   ,الفترة  علىأنها دالة تكاملٌة  ( ) نقول عن الدالة  :-   ,   ضاءالف

 لالتكام

2∫   ( )   
 

 
3

 
 
    ثابت منتهً                               ,                     

  -   ,  بتعرف  -   ,الفترة  علىفصل جمٌع الدوال التكاملٌة  .موجود )منتهً(
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  9 [2]– 2 – 1تعريف 

  أنه مؤثر تكاملً خطً عندما ٌحول الدالة المعطاة   ٌقال عن  الخطي: المؤثر التكاملي

      دالة جدٌدة  إلى

 تعرف بالعلاقة: ( ) الدالة 

 ( )  (  )( )  ∫  (   ) ( )                                         (   )
 

 

 

وقد تكون متصلة أو غٌر متصلة. واضح أن   و   دالة فً   (   ) و -   ,    حٌث 

 قابلة للتكامل.  تكون موجودة إذا كانت   

  [2] 1 0– 2 – 1تعريف 

متقاربة  ٌقال عن المؤثر أنه متصل إذا كان الراسم ٌحول كل متتابعة المؤثر التكاملي التام:

 إلى   ٌحول الفضاء المعٌاري  الذي   المتصل  رإلى متتابعة متقاربة مناظرة لها. المؤث

 هو مؤثر متصل تام.   الفضاء المعٌاري الخطً 

 1 - 1مبرهنة 

 المتطابقة التالٌة 

∫∫  ∫ ∫  (  )               
 

(   ) 
∫(   )    ( )            (𝟓  )

 

 

  

 

  

 

  

 

 

 

 

 (   ,  حٌث   

 البرهان

 كاملاً. البرهان على( ٌمكن الاطلاع أبالرجوع الً الملحق )
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 التكاهليةأنواع الوعادلات  3 - 1

  [3] 1 – 3 – 1تعريف 

التً ٌكون فٌها المجهول تحت علامة التكامل وقد ٌضاف المعادلة المعادلة التكاملٌة هً 

و       سبٌل المثال لكل  على .المجهول أٌضاً خارج التكامل فً أحد طرفً المعادلة

 فإن المعادلات      

 ( )  ∫ (   ) ( )                                                 (   ) 

 

 

 

 ( )   ( )  ∫ (   ) ( )                                     (   )

 

 

 

 ( )  ∫ (   ), ( )-                                               (   )

 

 

 

الدوال  همعلومة، هذهً الدالة المجهولة وجمٌع الدوال الأخرى   الدالة  .تسمً معادلات تكاملٌة

 .   مركبة أو حقٌقٌة من القٌم الحقٌقٌة دوال قد تكون 

عادلات التكاملٌة تستخدم عموماً فً العدٌد من التطبٌقات الفٌزٌائٌة الرٌاضٌة. كذلك تستخدم الم

 ،فً الواقع .المعادلات التكاملٌة فً رسم صٌغ الحلول للمعادلات التفاضلٌة التً ٌصعب حلها

ٌمكن استبدال المعادلة التفاضلٌة بالمعادلة التكاملٌة، بحٌث أن حل المعادلة التكاملٌة ٌحقق بشكل 

أو مختلطة. كذلك المعادلات  ةحدٌة، ابتدائٌالمسألة سواء كانت  علىتلقائً الشروط الموضوعة 

 دي.معظم التطبٌقات المفٌدة فً التحلٌل الدالً وفً التحلٌل العد لها التكاملٌة تكون

 .سوف نذكر أنواع المعادلات التكاملية الخطية وغير الخطية
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 .[6[، ]5[، ]4] لات التكاهلية الخطيةالوعاد 1 - 3 - 1

 (Linear Integral Equations) 

الدوال  علىٌقال عن المعادلة التكاملٌة أنها خطٌة إذا كانت العملٌات الخطٌة منطبقة ومتحققة 

 الصورة العامة: علىالمعادلة التكاملٌة الخطٌة تكون  .المجهولة

  ( )   ( )   ∫ (   ) ( )                                         (   )

 

 

 

معلومة  (   ) ثابت ٌحمل معانً فٌزٌائٌة عن خواص المادة، الدالة    ( 9.1فً المعادلة )

أحٌاناً تكون متصلة أو غٌر وتسمً نواة المعادلة وتحمل صفات وخواص المادة المستخدمة و

هً الدالة   معلومة أٌضاً وتمثل السطح المراد حساب التكامل علٌه بٌنما  ( ) والدالة  .متصلة

( خطٌة لأن 9.1والمعادلة ) .وهً تمثل فً العلوم الفٌزٌائٌة دالة الجهد المجهولة المطلوب تعٌٌنها

 .درجة الدالة المجهولة هً الدرجة الأولً

 والمعادلات التكاملٌة الخطٌة تنقسم إلً:

 .معادلات فولتٌرا التكاملٌة -2                    معادلات فرٌدهولم التكاملٌة.-1

  معادلة رٌنوال التكاملٌة. -4                  معادلات وٌنرهوٌف التكاملٌة. -3

 معادلة كوشً التكاملٌة. -6                             آبل التكاملٌة.معادلة  -5

 .فرٌدهولم التكاملٌة -معادلة فولتٌرا -8  .          فولتٌرا التكاملٌة -معادلة فرٌدهولم  -7

 :لم التكاملٌة تكون نهاٌة الجزء العلوي فً جمٌع معادلات فرٌدهو معادلات فريدهولم التكاملية

 ٌلً: وهً كما -   ,  الفترة  إلى وٌنتمً   ارة عن ثابت محدد معلوم للتكامل عب
 وبالتالً تأخذ الشكل:    النوع الأول تكون من معادلة فرٌدهولم التكاملٌة  -1
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 ( )   ∫ (   ) ( )    

 

 

                                                                        (    ) 

     ثابت   ان  معادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً نفرض -2

  ( )   ( )   ∫ (   ) ( )                                                         (    )

 

 

 

 (9.1)نضع فً المعادلة  .(2معادلة فرٌدهولم التكاملٌة المتجانسة هً حالة خاصة من ) -3

       ( )    . 

 ( )   ∫ (   ) ( )                                            (    )

 

 

 

 دهولم التكاملٌة من النوع الثالث.تمثل معادلة فرٌ (9.1المعادلة )، فإن  ( )   إذا كانت  -4

  فً  ل متغٌراً فتسمً بمعادلة فولتٌراكانت نهاٌة حدود التكام اإذ التكاملية:معادلة فولتيرا

(   ) إذا كانت النواة  (9.1معادلة ) المعادلة  علىفإننا نحصل     عندما   

 التكاملٌة 

μ ( )   ( )   ∫ (   ) ( )                                          (    )

 

 

 

     ( تمثل معادلة فولتٌرا التكاملٌة وتكون من النوع الأول عندما 13.1الصٌغة )

 ( )   ∫ (   ) ( )   

 

 

                                                  (    ) 

ثابت    ومن النوع الثانً عندما          

μ ( )   ( )   ∫ (   ) ( )                                       ( 𝟓  ) 

 

 

 

  . ( )μ  ومن النوع الثالث عندما   
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 ( ) ( )   ( )   ∫ (   ) ( )                                 (    )

 

 

 

(   ) نواة فولتٌرا إذا كانت  (   ) وتسمً النواة   ومتصلة إذا ،    عندما     

ولٌس شكل المعادلة هو الدلٌل علً نوعها فمعادلة  .   متصلة عندما  (   ) كانت 

فرٌدهولم التكاملٌة نشأت من مسألة تفاضلٌة ذات شروط حدٌة بٌنما معادلة فولتٌرا التكاملٌة 

  .سٌتم تناوله لاحقاً قد نشأت من مسألة تفاضلٌة ذات شروط ابتدائٌة كما 

   ة التكاملٌة،معادلال 

 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )                             (    )

 

 

 

 .هويف -معادلة وينرتسمً 

   معادلة التكاملٌة،ال 

 ( )   ( )   ∫ (   ) ( )  

 

 

                       (    ) 

 معادلة رينوال.تسمً 

   معادلة التكاملٌة،ال 

μ ( )   ∫ 0
 ( )

(   ) 
1

 

 

    ( )                                           (    ) 

 .العالم آبل الذي توصل لها إلى. وقد سمٌت بهذا الاسم نسبة معادلة آبلتسمً 

   ،المعادلة التكاملٌة 

 ( ) ( )   ( )∫ 0
 ( )

(   )
1

 

 

   ∫ (     ( ))   

 

 

  ( )                  (    ) 

 .  تعنً قوس مغلق أو مفتوح فً   حٌث  معادلة كوشي الشاذةتسمً 
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   ،المعادلة التكاملٌة 

 (   )   (   )   ∫ (   ) (   )    ∫ (   ) (   )                 (    )

 

 

 

 

 

  (    -   ,   -   ,  )حٌث 

 .فولتٌرا التكاملٌة الخطٌة المختلطة –تسمً معادلة فرٌدهولم 

 ،المعادلة التكاملٌة 

 (   )   (   )   ∫∫ (   ) (   ) (   )                            (    ) 

 

 

 

 

 

  (    -   ,   -   ,  )حٌث 

 فرٌدهولم التكاملٌة الخطٌة المختلطة.  –ولتٌرا تسمً معادلة ف

( الجزء التكاملً لفرٌدهولم مقاساً بالنسبة للموضع، بٌنما الجزء 2211) و( 2111فً الصٌغتٌن )

مقاسة بالنسبة  (   ) التكاملً الخاص بفولتٌرا فٌعتبر مقاساً بالنسبة للزمن. أٌضاً الدالتٌن 

 مقاسة بالنسبة للزمن. ٌكون الحل متحقق فً الفضاء  (   ) للموضع، و

  ,   -   ,   -         
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 . [8][،7[، ]6] هعادلات تكاهلية غير خطية 2 - 3 - 1

 (Non-Linear Integral Equations) 

 نعتبر المعادلة التكاملٌة 

  ( )   ( )   ∫ (     ( ))              ,   -                        (    )

 

 

 

الدالة المجهولة.   و ثابت ٌحمل معانً فٌزٌائٌة   و  -   ,    ودالتان معلومتان،      حٌث 

μ( تسمً معادلة فولتٌرا غٌر خطٌة وتكون من النوع الأول عندما 23.1المعادلة ) ومن    

.وتسمً المعادلة ( )μ  من النوع الثالث عندما  وتكون    ثابت  ا عندمالنوع الثانً 

إذا اختلفت درجة الدالة المجهولة عن الواحد الصحٌح. وقد تسمً المعادلة  التكاملٌة غٌر خطٌة

 فولتٌرا التكاملٌة. –ٌورشن لة ( بمعاد23.1)

 خطيةالبعض المعادلات التكاملية غير 

 هذه بعض أشكال المعادلات غٌر خطٌة:

  :المعادلة التكاملٌة -1

μ ( )   ∫ (   ) (   ( ))     ( )           

 

 

(        )                (    ) 

 .   لقٌم ا علىمعادلة هامرٌشتٌن التكاملٌة ونوعها ٌعتمد هذه المعادلة تسمً 

 الشكل: علىعندما تكون معادلة هامرٌشتٌن التكاملٌة 

 ( )   ( )   ∫ (   ) (   ( ))                               ( 𝟓  )

 

 

 

 –فولتٌرا من النوع الثانً والمعادلة التالٌة تسمً معادلة هامرٌشتٌن  -فإنها تسمً هامرٌشتٌن

 فولتٌرا من النوع الأول 

∫ (   ) (   ( ))     ( )                   

 

 

 (    ) 
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 :المعادلة التكاملٌة -2

 ( )   ( )  ∫ (     ( ))                          (    )

 

 

 

 .فولتٌرا –تسمً معادلة ٌورشن 

 المعادلة التكاملٌة: -3

 ( ) ( )   ( )∫ 0
 ( )

(   )
1    ∫ (     ( ))    ( )                        (    )

 

 

 

 

 

 تسمً معادلة كوشً الشاذة.

 التكاملٌة: المعادلات4 - 

μ ( ̅   )   ∫ ( ̅    ̅  ̅   ̅) (   (  ̅  ̅))   ̅  ̅   

 

 

  ∫ (   ) ( ̅  ̅  )      ( ̅  ̅  )                         (    )

 

 

 

( ̅   (          )         ̅   (          )) 

منحنً  علىتعتمد  𝛺فولتٌرا فً الشكل غٌر خطً، حٌث  -تسمً معادلات فرٌدهولم

 .التكامل
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  [.11[، ]9] تصنيف المعادلات التكاملية بالنسبة للنواة 4 - 1

 المعادلات التكاملٌة ٌمكن تصنٌفها وتقسٌمها بالنسبة للنواة إلً:

: ولها الشرط -   ,فً الفترة  متصلة (   )  معادلة تكاملٌة ذات نواة - أ

| (   )|  ثابت(   )حٌث       ،          

 ط: ذات نواة شاذة ولها الشر معادلة تكاملٌة - ب

(∫∫| (   )| 
 

 

 

 

    )

 
 

                                         (    ) 

بالتالً فإن المعادلة التكاملٌة  شمٌت -نواة هٌلبرتتسمً  .قٌمة محدودة منتهٌة  حٌث 

 تسمً معادلة من نوع فرٌدهولم.

 النحو التالي: علىوتصنف المعادلات التكاملية علي حسب النواة الشاذة 

 إذا كانت النواة تأخذ الشكل: -1

   (   )   ,

 (   )

|   | 
                                              (    )

    

 (   )   |   |                                               (    )  

 

ٌقال عن المعادلة التكاملٌة أنها  هذه الحالة فً .دالة متصلة هً ومشتقاتها (   ) حٌث 

  .(32.1فً ) نواة لوغارٌتمٌة وأ (31.1فً ) بالنسبة لنواة كارلمانضعٌفة الشذوذ 

  الشكل: علىإذا كانت النواة  -2

 (   )  
 (   )

   
                           (    ) 

 دالة متصلة هً ومشتقاتها. (   ) حٌث  .فإنها تسمً نواة كوشً
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  إذا كانت النواة تأخذ الشكل: -3

   (   )  
 (   )

(   ) 
                           (    ) 

  نتلكن إذا كا .     فإن المعادلة التكاملٌة تسمً معادلة قوٌة الشذوذ عندما

دالة  (   ) حٌث  .فإن المعادلة التكاملٌة تسمً معادلة شدٌدة الشذوذ    

 هً ومشتقاتها. متصلة

 الشكل: علىإذا كانت النواة  -4

 (   )  
 (   )

(   )   
                                         ( 𝟓  ) 

دالة متصلة هً ومشتقاتها، بالتالً فإن المعادلة التكاملٌة تسمً صٌغة (   )   حٌث 

 آبل.

 التعبٌر عنها واة قابلة للفصل إذا أمكنن  (   ) النواة القابلة للفصل: تسمً النواة  -5

 فً ضرب دالة الحدود المنتهٌة، بحٌث أن كل حد عبارة عن حاصلكمجموع عدد من 

 النحو التالً: علىفقط    فً فقط ودالة  

 (   )  ∑  ( )  ( )                              

 

   

(    ) 

 مستقلة خطٌاً        حٌث تكون الدوال 

 كان: إذامتماثلة  تسمً (   ) القٌمة  المركبة الدالة نواة المتماثلة:ال -6

 (   )    (   )                                          (    )  

 حٌث أن  ( )    كانت النواة حقٌقٌة فإن ذاوإ عبر عن تبدٌل متغٌرات الدالة.ت
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 (   )   (   ) 

   اذا كانت  7-

 (   )    (   )                        (    )  

 الملتوٌة التماثل. النواة تسمًفإن هذه 

 الصٌغة  علىنواة هٌلبرت: النواة التً تكون  -8

  (   )     .
   

 
/                                        (    )  

 متغٌرات حقٌقٌة تسمً بنواة هٌلبرت.    حٌث 

  نواة الفرقٌة: إذا كانتال -9

 (   )   (   )                              (    )  

تعرف المعادلة  عندها تسمً النواة بالنواة الفرقٌة، (   ) علىالنواة تعتمد فقط  إنأي 

  .المطوي انها معادلة من النوع الملتف أو علىالتكاملٌة ذات النواة الفرقٌة 

 [11] التكاهليةهعادلة فريذهولن  استنباط 5 - 1

 معادلةشكل  إلىسنقوم الآن بإثبات أن مسائل الشروط الحدٌة فً المعادلات التفاضلٌة تؤدي 

 فرٌدهولم التكاملٌة. لذلك نفرض المعادلة التفاضلٌة من الرتبة الثانٌة التالٌة 

   ( )   ( )  ( )   ( ) ( )   ( )                                               (    ) 

 الشروطتحت 

 ( )                   ( )                       (    ) 

بتكامل  .      معرفة ومتصلة هً ومشتقاتها خلال الفترةدوال       أن حٌث 

 نحصل علً: ةط الحدٌوواستخدام الشر   إلى  ( من 41.1المعادلة )
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  ( )  | 
 
 

 
 ∫ ( )  ( )    ∫ ( ) ( )    ∫ ( )                            (    )

 

 

 

 

 

 

 

∫  بأجراء التكامل للحد   ( )  ( )   
 

 
( وذلك باستخدام قواعد 43.1من المعادلة )

 نجد أن: بالتجزئةالتكامل 

∫ ( )  ( )    , ( ) ( )- 
 

 

 

 ∫  (  ) (  )                     (    ) 

 

 

 

 ( نحصل علً 43.1( فً )44.1)من بالتعوٌض 

  ( )    ( )

 ∫ (  )      (  ) (  )   ( )  

 

 

  ∫,  (  )   (  )- (  )       

 

 

                                                 ( 𝟓  ) 

 ( نجد أن:..45ثم بالتعوٌض فً المعادلة )  ( )    الصورة  علىنضع ثابت التكامل 

  ( )    ∫ (  )     (  ) (  )   ( )  

 

 

  ∫,  (  )   (  )- (  )                                                                     (    ) 

 

 

 

 ( نحصل علً:1-1( مرة ثانٌة واستخدام مبرهنة )46.1بتكامل )

 ( )     ,   ( )  -(   )

 ∫(   ) ( )  

 

 

 ∫* ( )   (   ),  ( )   ( )-+ ( )  

 

 

                          (    )  

( واستعمال الشرط 47.1فً المعادلة )    ٌمكن حسابه عن طرٌق وضع   الثابت 

 ( )  فنحصل علً:    
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      ,   ( )  -(   )

 ∫(   ) ( )  

 

 

 ∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+

 

 

 ( )                           (    ) 

 الصورة:الصٌغة السابقة ٌمكن تعدٌلها وكتابتها فً 

   ( )   
 

   
,  

   ∫(   ) ( )  

 

 

 ∫* ( )   (   ),  ( )    ( )-+ ( )  

 

 

-                       (    ) 

 ( نجد أن:47.1( فً )49.1باستخدام المعادلة )

 ( )     
   

   
,(     )  ∫(   ) ( )   ∫* ( )(   )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )  

 

 

 

 

-   

∫(   ) ( )   ∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )         

 

 

 

 

 

 شكل  علىوالتً ٌمكن تبسٌطها 
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 ( )     ∫(   ) ( )   
   

   
,(     )  ∫(   ) ( )  

 

 

-

 

 

   ,.
   

   
/∫* ( )   (   ),  ( )   ( )-+ ( )  

 

 

 ∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+

 

 

- ( )                                              (𝟓   )  

 بفرض

 ( )     ∫(   ) ( )   
   

   
,(     )  ∫(   ) ( )  

 

 

-           (𝟓   )

 

 

 

  :( تصبح51.1المعادلة )

 ( )   ( )  
   

   
∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+

 

 

 ( )  

 ∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )  

 

 

                                 (𝟓   ) 

  فإن    إذا كانت  ( ) من الملاحظ أنه فً الجزء الثانً من التكامل الخاص بالدالة 

∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )    

 

 

 

 تأخذ الشكل النهائً التالً ( 51.1بالتالً المعادلة )

 ( )   ( )  ∫ (   ) ( )                                                  (𝟓   )

 

 

 

 تمثل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً ولها النواةوهً 

 (   )  
   

   
* ( )  (   ),  ( )   ( )-+                               (𝟓   )  

وعلٌه من معادلة     فإننا نفرض أنها وصلت إلً أعلً قٌمة لها وهً     وإذا كانت 

 ( نجد أن:52.1( و )50.1)

  



 يفاٍْى أساسٍة -انثاب الأٔل: 

 

 

21  

 

 

∫ (   ) ( )   
   

   
∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )         

 

 

 

 

 ∫* ( )  (   ),  ( )   ( )-+ ( )  

 

 

 

                           ∫ 2
   

   
  3  ( ) ( )     

 

 

 ∫0
   

   
 (   )  (   )1 ,  ( )   ( )- ( )  

 

 

 

                   ∫ 2 
   

   
3  ( ) ( )   ∫

(   )(   )

   
,  ( )   ( )- ( )   

 

 

 

 

  

 النحو: علىفترتٌن  علىوعلٌه تكون النواة معرفة 

 (   )  ,

(   )

   
* ( )  (   ),  ( )   ( )-+                    

 ( ) 2
   

   
3  

(   )(   )

   
,  ( )   ( )-            

                          (𝟓𝟓  )  

( أمكن 42.1الحدٌة ) تحت الشروط (41.1التفاضلٌة ) إن المعادلةذلك ٌمكن القول  وعلى

 (   ) ( ولها النواة 53.1تمثٌلها بمعادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً علً الصورة )

 (.51.1معرف بالعلاقة ) ( ) ( والحد الحر 55.1)معرفة بالمعادلة 

 1 - 1 مثال

 معادلة التكاملٌة إلىحول المعادلة التفاضلٌة الحدٌة التالٌة 

                                                                                     (𝟓   ) 

 ( )                        ( )                                                                     (𝟓   ) 
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 الحل

 ( نجد أن:42.1والشروط )( .141بالعلاقة ) (.157( و ).156بمقارنة المعادلات )

 ( )           ( )           ( )                             

 ( نحصل علً:55.1( والنواة )51.1بالتعوٌض بهذه القٌم فً الطرف الحر )

 ( )  ∫(   )     .
   

   
/ *  ∫(   )    

 

 

+

 

 

 

 ( )     

   
    ,            (   )  {

(   )(   

   
)          

(   )(   )

   
                         

 

 عندما ،غٌر متصلة حٌث أنه الكن مشتقاته    حٌث أن النواة المتصلة عند 

  

  
 {

   

   
         

 (   )

   
       

  

 هً    قٌمة القفزة لهذه المشتقة عند 

0
  (   )

  
1
   

 0
  (   )

  
1
   

 
   

   
 

   

   
 

       

   
 

 (   )

   
        

 بالتالً، معادلة فرٌدهولم التكاملٌة تأخذ الشكل:

 ( )  ∫
(   )(   )

   
 ( )   ∫

(   )(   )

(   )
 ( )   
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    [12]ة التكاهلياستنباط هعادلة فولتيرا  6 - 1

 فولتٌرا التكاملٌة من مسائل القٌم الابتدائٌة ولذلك سوف فً هذا الجزء سنقوم باستنباط معادلة

 .نوجد العلاقة الأساسٌة بٌن معادلات فولتٌرا التكاملٌة والمعادلة التفاضلٌة ذات الشروط الابتدائٌة

 نعتبر المعادلة التفاضلٌة الخطٌة من الرتبة الثانٌة التالٌة:

   ( )   ( )  ( )   ( ) ( )   ( )                                   (𝟓   )  

 الخاضعة للشروط الابتدائٌة 

 ( )                   
 ( )                                           (𝟓   ) 

( 58.1) المعادلة  .     دوال معرفة ومتصلة فً الفترة         الدوال  إنحٌث 

 .سةمتجانتفاضلٌة خطٌة من الرتبة الثانٌة وغٌر 

 نجد أن:   إلى   ( من 58.1بتكامل المعادلة )

∫   (  )    ∫ (  ) 
 (  )    ∫ (  ) (  )    ∫ (  )   

 

 

 

 

 

 

 

 

              (    ) 

 ( نحصل علً:61.1للحد الثانً للمعادلة ) بالتجزئةبأجراء التكامل 

∫ (  ) 
 (  )    , (  ) (  )- 

  ∫ (  ) 
 (  )                        (    ) 

 

 

 

 

 

 ( وإجراء التكامل نحصل علً:..61( فً )..61بالتعوٌض من المعادلة )

,  (  )- 
  , (  ) (  )- 

  ∫  (  ) (  )    ∫ (  ) (  )    ∫ (  )    
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  ( )      ( ) ( )   ( )   ∫   (  ) (  )    ∫  (  ) (  )    
 

 

 

 
  

∫ (  )   

 

 

 

  ( )      ( ) ( )   ( )   ∫,  (  )   (  )- (  )   

 

 

 

 ∫ (  )                                                       (    )

 

 

 

 ( مرة أخري نجد أن:62.1بتكامل المعادلة )

∫  (  )      ∫,  

 

 

 

 

  ( )  -    ∫ (  ) (  )    ∫ ∫,  (  )   (  )- (  )      

 

 

 

 

 

 

 

 ∫ ∫  (  )                                                    

 

 

(    )
 

 

 

 :باستخدام المتطابقة

∫∫  (  )       ∫(   ) ( )                             (    ) 

 

 

  

 

 

 

 

 ( ٌمكن للدارس الوصول إل63.1ًفً المعادلة )
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 ( )  *   (   ),    ( )  -+  

 ∫(   ) ( )  

 

 

 ∫* ( )  (   ), ( )    ( )-+ ( )                            ( 𝟓  )

 

 

 

 الصورة  علىٌمكن كتابتها  (65.1المعادلة )

 ( )   ( )  ∫ (   ) ( )  

 

 

                                            (    ) 

 حٌث 

 ( )     (   ),    ( )  -  ∫(   ) ( )  

 

 

                        (    ) 

 و

 (   )   * ( )  (   ), ( )    ( )-+                                    (    ) 

والطرف (   )   ( تمثل معادلة فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً التً لها النواة1.66)المعادلة 

( قد ارتبط شكلها بدلالة المعاملات 68.1ومن الملاحظ أن النواة فً المعادلة ) ( )  الحر.

المتغٌرة للمعادلة التفاضلٌة مما ٌوضح أن الخواص الطبٌعٌة للمادة المشتقة منها المعادلة 

( 67.1الدالة المعرفة بالعلاقة )نجد أن  أٌضاً  .للنواةالشكل العام  علىالتفاضلٌة تؤثر بشكل كلً 

ولذلك تسمً أٌضاً فً  المعطاة. والشروط الابتدائٌة ( )   بدالة السطح الحر  قد ارتبط شكلها

 المعادلة التكاملٌة الطرف الحر.

  



 يفاٍْى أساسٍة -انثاب الأٔل: 

 

 

26  

 

 

 2 - 1مثال 

 اوجد المعادلة التكاملٌة المناظرة للمعادلة التفاضلٌة:

                                                                                   (    ) 

 الابتدائًوالشرط 

 ( )                      ( )                    (    ) 

 الحل

 الترتٌب نحصل علً  على( ..59( و )..58( بالمعادلات )1.71( و )6911بمقارنة المعادلات )

 ( )           ( )                           

 علً:( نحصل ..68( و )..67بالإضافة لذلك بتطبٌق العلاقة )

 (   )   * ( )  (   ), ( )    ( )-+   (     ) 

 ( )     (   )(    ( )  )  ∫(   ) ( )     

 

 

 

  :بالتالً نحصل علً

 ( )    ∫ (     ) ( )    
 

 
  

( )                                               :  إلًمما ٌؤدي      ∫ (     ) ( )  
 

 
 

. 



 

 

 

 

 

 

 الباب الثاني

فريدهولم وفولتيرا  تيالطرق التحليلية لحل معادل

 التكاملية من النوع الثاني 

Solution of Fredholm and Volterra 

Integral Equation of second kind using 

Analytical Methods  



 

 

 

 

فريدهولم وفولتيرا التكاملية من  تيالطرق التحليلية لحل معادل -الثاني: الباب 

 النوع الثاني

 مقدمت 2-1

 بعض انطرق انتحهيهيت نحم معادنت فريدهونم انتكامهيت 2-2

 طريقت اننواة انقابهت نهفصم 2-2-1   

 طريقت انتقريباث انمتتانيت 2-2-2   

 نمعادنت فريدهونم انتكامهيتوجود ووحدانيت انحم  2-3

 بعض انطرق انتحهيهيت نحم معادنت فونتيرا انتكامهيت 2-4

 طريقت انحم انمتسهسم 2-4-1   

 طريقت تحويم لإبلاس 2-4-2   

 وجود ووحدانيت انحم نمعادنت فونتيرا انتكامهيت 2-5

 انقيم انذاتيت واندوال انذاتيت 2-6
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 مقدمت  1 - 2

 تعرف معادلة فرٌدهولم التكاملٌة بالصورة العامة 

∅( )   ( )   ∫ (   )∅( )                                                               (𝟏 𝟐)

 

 

 

دالة معلومة فً    .دالة متصلة معلومة  مجهولة المطلوب إٌجادها الهً الدالة  ∅حٌث 

 . مع النواة  نهٌضمت ٌتم )ثابت( ٌمكن أن   .متغٌرٌن وتسمً بنواة المعادلة التكاملٌة

a

b

y

a b
x

R

 

 (1-2شكل )

-   ,  معرفة على المنطقة المربعة   النواة   (، حٌث1-2، شكل )-   , 

 غٌر -   ,ٌمكن أن تكون الفترة  .ثوابت محددة     ،      و        

( 1.2وعندها تكون المعادلة ) (    )او  -    )أو  (   ,منتهٌة على الشكل 

 شاذة. 

لفترة  تختلف معادلة فولتٌرا فً صورتها المعتادة عن معادلة فرٌدهولم فً كون إن الحد الأعلى

 ما تكتب بالصورة  ةعادو ،التكامل غٌر مقٌد

∅( )   ( )   ∫ (   )∅( )  

 

 

                                                 (𝟐 𝟐) 
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على ثابت أو متغٌر   نواة المعادلة،   دالة متصلة معلومة،   هً الدالة المجهولة،  ∅حٌث 

فً معادلة فولتٌرا لٌست   خلاف معادلة فرٌدهولم، نلاحظ أن نطاق النواة أو منطقة التكامل 

( ٌوضح إحدى الحالات البسٌطة 2-2مثبتة ولكن متغٌرة وتعتمد على المتغٌر المستقل. شكل )

 لشكل منطقة التكامل لمعادلة فولتٌرا.

( علً كامل المحور 2.2للمعادلة )  ∅فً الكثٌر من التطبٌقات العلمٌة ٌدرس سلوك الحل 

حالات فً ٌمنع انه  هذا لا ،      بتعرف  الحل( )نطاقأي أن فترة التكامل  ،الحقٌقً

ما ٌكون الحد الأدنى لفترة  ةوعاد .    للقٌم منتهٌة       كثٌرة أخري ٌفترض أن 

 .   أن  أي ،التكامل مساوٌاً للصفر

a b

a

b

R

x

y

 

 (2-2شكل )

فرٌدهولم وفولتٌرا التكاملٌة من  تًبعض الطرق التحلٌلٌة لحل معادللفً هذا الباب سنتطرق 

 النوع الثانً.

 هناك تشابه كبٌر بٌن طرق الحل لمعادلة فرٌدهولم ومعادلة فولتٌرا التكاملٌتان.
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 بعض الطرق التحليليت لحل معادلت فريدهولم التكامليت 2 - 2

بعض لحل معادلة فرٌدهولم فان هناك عددا من الطرق التً تطبق لهذا الغرض، وفٌما ٌلً 

  .الطرق التحلٌلٌة لحل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً

   .)طرٌقة النواة القابلة للفصل )المنحلة 

   .طرٌقة الحساب المباشر 

   .طرٌقة التحلٌل المعدلة 

  .طرٌقة التقرٌبات المتتالٌة 

  .طرٌقة التحلٌل لأدومٌان 

  .طرٌقة الحل المتسلسل 

 [13]. للفصل القابلتطريقت النواة  1 - 2 - 2

(The degenerate Kernel Method)  

فً هذا الجزء سٌتم تطبٌق طرٌقة النواة القابلة للفصل لحل معادلات فرٌدهولم التكاملٌة بأنوٌة 

الطرٌقة تقترب من طرٌقة المعادلات التكاملٌة لفرٌدهولم بشكل مباشر وتعطً حل  منفصلة.

 وهذه الطرٌقة سٌتم تطبٌقها للانوٌة القابلة للفصل والانوٌةبشكل دقٌق ولٌس على هٌئة سلسلة، 

 المنفصلة فً الصٌغة التالٌة:

 (   )  ∑  ( )  ( )                                                                                                 (𝟑 𝟐)

 

   

 

 ،وباستخدام النواة .عبارة عن دوال خطٌة مستقلة        والدوال         عندما الدوال 

 دهولم من النوع الثانًفأن تكامل فرٌ

∅( )   ( )   ∫  (   )∅( )                                                        (𝟒 𝟐)
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 ٌصبح

∅( )   ( )   ∑  ( )∫   ( )∅( )                                                     (𝟓 𝟐)
 

 

 

   

 

 وعلى التعرٌف   المتغٌرالطرٌقة لحل هذه المعادلة تعتمد أساساً على اختٌار 

   ∫   ( )∅( )                                                                    (𝟔 𝟐)
 

 

 

وهذا  .  ˩ وبحدود ثابتة للتكامل بالنسبة  تكامل فً الطرف الأٌمن ٌعتمد فقط على المتغٌر ال

 ( نتحصل علً:5.2( فً )6.2استناداً لذلك وبتعوٌض ) .ٌعنً إن كل التكامل مساوي لثابت

∅( )   ( )   ∑    ( )                                                                               (𝟕 𝟐)

 

   

  

كما معطاة  ( )∅ولعمل ذلك نقوم بوضع قٌمة  .  وبالتالً تختصر المسألة فً أٌجاد قٌم 

 ( فنتحصل عل5.2ً( فً )7.2عادلة )بالم

∑  ( ) {   ∫   ( ) [ ( )   ∑    ( )

 

   

]   
 

 

}                                  (𝟖 𝟐)

 

   

 

 مستقلة خطٌاً، بالتالً   لكن الدوال 

   ∫   ( ) [ ( )   ∑    ( )

 

   

]      
 

 

                             (𝟗 𝟐) 

 باستخدام الرموز المبسطة

∫   ( ) ( )                ∫   ( )  ( )                           (𝟏𝟎 𝟐)
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 ( تصبح9.2)ثوابت معلومة، فإن المعادلة     و    حٌث 

    ∑                                                                           (𝟏𝟏 𝟐)

 

   

 

لهذا النظام  ( ) المحدد و .  من المعادلات الجبرٌة للمجاهٌل   وهذا عبارة عن نظام بعدد 

 هو:

 ( )  |

                                 
                                 
                                              

                                 

|                                (𝟏𝟐 𝟐) 

بالإضافة إلى ذلك أنها  . وبدرجة على الأكثر   حدود فً  اتمتعددكذلك ٌعبر هذا النظام عن 

 فإنها تصبح مصفوفة الوحدة.    انه عندما  ،لا تساوي الصفر، حٌث

( ) عندما   لجمٌع قٌم  ٌكون  ،(4.2والمعادلة التكاملٌة ) ،(11.2، فإن النظام الجبري )  

( ) عندما   فإن جمٌع قٌم  ،ومن الجانب الأخر .لدٌها حل وحٌد ، فإن النظام الجبري   

أما إن تكون غٌر قابلة للحل أو ٌكون لها عدد لانهائً  ،(4.2مع المعادلة التكاملٌة ) ،(11.2)

لاحظ بأنه أخذنا فً الاعتبار فقط المعادلة التكاملٌة من النوع الثانً، حٌث ٌمكن  .من الحلول

 رٌقة وحدها فقط.تطبٌق هذه الط

                    أمثلة للانوٌة المنفصلة هً                       
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 1 - 2مثال 

  أوجد حل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً:

∅( )   
 

 
   ( )  

 

 
∫    (   )∅( )                                 (𝟏𝟑 𝟐)

 
 

 

 

 الحل

(   ) الآن النواة   ٌمكن كتابتها كالتالً:  (   )    

 (   )     ( )    ( )     ( )    ( )                                   (𝟏𝟒 𝟐) 

 وهً نواة منفصلة لكً ٌتحقق:

 (   )  ∑  ( )  ( )                                                        (𝟏𝟓 𝟐) 

 

   

 

 حٌث

  ( )     ( )                       ( )     ( ) 

(𝟏𝟔 𝟐) 

  ( )     ( )                      ( )     ( )  

 والعلاقة التالٌة: -   ,( فً بعد واحد 2-2-1نستخدم طرٌقة فً الفقرة )

∫   ( )  ( )                           ∫   ( ) ( )                                               (𝟏𝟕 𝟐)
 

 

 

 

 

 ٌكون لدٌنا 
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    ∫   ( )  ( )  

 
 

 

 ∫    ( )    ( )  

 
 

 

 

       ∫     ( )    
 

 
∫      (  )                                                                 (𝟏𝟖 𝟐)

 
 

 

 
 

 

 

         

 
[   

 
   (  )]

 

 
      

        
 

 
.
 

 
 
 

 
   ( )/  

 

 
.  

 

 
   ( )/  

 

 
 

    ∫   ( )  ( )   ∫    ( )    ( )      

 
 

 

 
 

 

                                           (𝟏𝟗 𝟐) 

( )     دع              عوٌضاستخدام التكامل بالت        ( )   

 ( نتحصل علً 19.2فً المعادلة )  بالتعوٌض عن 

∫     0
 

 
  1

 

 
 

 
 

 

 0
 

 
    ( )1

 

 
 
 
 

 
.    .

 

 
/      ( )/  

 

 
 

    ∫   ( )  ( )   ∫    ( )    ( )  

 
 

 

 
 

 

 

        ∫     ( )  

 
 

 

    

        
 

 
∫      (  )                                                                                                (𝟐𝟎 𝟐)

 
 

 

 

        
 

 
0  

 

 
   (  )1

 

 
 
 
 

 
.
 

 
 
 

 
   ( )/  

 

 
.  

 

 
   ( )/  
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          ∫   ( ) ( )   
  

 
∫    ( )    ( )  

 
 

 

 
 

 

 

 (18.2باستخدام العلاقة )

   
  

 
  .

 

 
/  

  

 
                                                                                                                       (𝟐𝟏 𝟐) 

   ∫   ( ) ( )   
  

 
∫    ( )    ( )  

 
 

 

 
 

 

 

 (19.2باستخدام العلاقة )

   
  

 
  .

 

 
/  

  

 
                                                   (𝟐𝟐 𝟐)  

 فً العلاقة    بإٌجاد 

    ∑                                                       (𝟐𝟑 𝟐)

 

   

 

 ( فً شكل مصفوفة23.2ٌمكن كتابة )

.
      
      

/   0
          
          

1 0
  
  
1  [

  
  
]                                   (𝟐𝟒 𝟐) 

 (0
      
      

1  
 

 
[

 

 
    
 

 
 

 
    
 

 

]) 0
  
  
1  [

 

 
  

 

]                                    (𝟐𝟓 𝟐) 

 [
     

  

 
  

 
     
] 0
  
  
1  [

 

 
  

 

]  0
  
  
1  

  

  
[
     

 

 
 

 
     
] [

 

 
  

 

]  0
  
  
1  [

 

 
 

 

]                       (𝟐𝟔 𝟐) 
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 باستخدام العلاقة 

∅( )   ( )   ∑    ( )                                                          (𝟐𝟕 𝟐)

 

   

 

∅( )  
  

 
   ( )  

 

 
.
 

 
/    ( )  

 

 
.
 

 
/    ( )                                     (𝟐𝟖 𝟐) 

 علٌه

∅( )     ( ) 

 .[12[، ]11[، ]11لأمثلة انظر ]للمزيد من ا

 تطريقت التقريباث المتتالي 2 - 2 – 2

(The Method of Successive Approximations) 

بٓزِ  ،انًعادلات انتكايهٍةطشٌقة انتقشٌبات انًتتانٍة تستخذو لأٌجاد انحم نًسائم انقٍى الابتذائٍة أٔ 

انطشٌقة ًٌكٍ إٌجاد انحم لأي يسأنة ٔرنك بإٌجاد انتقشٌبات انًتتانٍة نهحم، ْٔزا ٌتى بإعطاء 

تسًً تقشٌبٍة صفشٌة ٔانتً يٍ انًًكٍ اٌ تكٌٕ أي قًٍة    ∅تخًٍُّ ابتذائٍة نبذاٌة انحم يثم 

انسابق انقٍى  عهىانعًهٍة انتكشاسٌة بُاءً  باستخذاؤلإٌجاد انحم انتقشٌبً َقٕو  . ∅حقٍقٍة نذانة 

 انحصٕل عهٍٓا.

    [14] طريقت بيكارد -1

(The Picard method)   

 (Emile Charles Picard)سمٌت بطرٌقة بٌكارد نسبة إلى الرٌاضً الفرنسً تشارلز بٌكارد 

 بفرض  أي ،وتتخلص هذه الطرٌقة فً فرض حل تقرٌبً ابتدائً

∅ ( )   ( اي دالة حقٌقٌة) 
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 ثم  ( ) ∅ثم التعوٌض بهذا الحل فً المعادلة التكاملٌة للحصول على التقرٌب الأول للحل 

 وهكذا ،التعوٌض بهذا الاخٌر من جدٌد فً المعادلة التكاملٌة

∅ ( )   ( )   ∫  (   )∅   ( )                                                     
 

 

(𝟐𝟗 𝟐) 

 لٌكن الحل المضبوط هو 

∅( )     
   

∅ ( )                                                               (𝟑𝟎 𝟐) 

  2 - 2مثال 

 مستخدماً طرٌقة التقرٌبات المتتالٌة )بٌكارد(، اوجد حل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة الآتٌة

∅( )       ∫   ∅( )  
 

 
  

 الحل

( ) ∅             بفرض إن    

 ( نحصل على ما ٌلً 29.2الآن بتطبٌق العلاقة التكرارٌة )

∅ ( )   ( )   ∫  (   )∅ ( )  
 

 

      ∫   ( )  
 

 

      

∅ ( )   ( )   ∫  (   )∅ ( )  
 

 

   

                  ∫   (    )  
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                   ∫       ∫      
 

 

 

 

 

                   ,   ⁄ - 
   ,(   )  - 

     
 

 
  

 بالاستمرار 

∅ ( )     
  ∫   ∅ ( )        

 

 
 

 

 

 

∅ ( )     
  ∫   ∅ ( )  

 

 

      
 

  
  

 ٌمكن استنتاج أن

∅ ( )     
  ∫   ∅   ( )      

 

 

 

                       
(  )   

    
                  

 وبالتالً ٌكون الحل هو 

∅( )     
   

∅ ( )     
  ∞

.   
(  )   

    
 /  

                 .    
   

 

  
/        
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  [15],[16] نيومان طريقت متسلسلت -1

 (The Neumann series method) 

( ) ∅ٌتم الحصول على متسلسلة نٌومان عندما تكون الدالة  ، بمعنً أخر تكون  ( )  

 :الحدود غٌر المشمولة تحت علامة التكامل مثلاً 

∅ ( )   ( )   ∫  (   )∅ ( )                                                                         
 

 

(𝟑𝟏 𝟐) 

              ( )   ∫  (   ) ( )  
 

 

 

              ( )     ( )                                                                                                   (𝟑𝟐 𝟐) 

 عندما 

  ( )  ∫  (   ) ( )                                                                                               (𝟑𝟑 𝟐)
 

 

 

 كالتالً  ( ) ∅ٌمكن الحصول على التقرٌب الثانً 

∅ ( )   ( )   ∫  (   )∅ ( )  
 

 

                                                                        (𝟑𝟒 𝟐) 

              ( )   ∫  (   )* ( )     ( )+  
 

 

 

             ( )     ( )   
   ( )                                                                                (𝟑𝟓 𝟐) 

 عندما 

  ( )  ∫  (   )  ( )                                        
 

 

(𝟑𝟔 𝟐) 
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  ( )∅ لبالاستمرار بنفس الطرٌقة، ٌمكن الحصول على الحل النهائً 

∅( )   ( )     ( )   
   ( )     

   ( )      

  ( )  ∑    ( )                                                                (𝟑𝟕 𝟐)

 

   

 

 عندما 

  ( )  ∫  (   )      
 

 

                                            (𝟑𝟖 𝟐) 

تتقارب بشكل منتظم  ةوهذه المتسلسلة اللانهائٌ .تعرف بمتسلسلة نٌومان (37.2)المتسلسلة 

 وبصٌغة مطلقة، حٌث 

| |  
 

 
                                      √∫ ∫   (   )    

 

 

 

 

 

 الً ذلك:بالإضافة 

∫   (   )                          
 

 

 

 -   ,متسلسلة نٌومان تتقارب بشكل منتظم ومطلق فً المدى  علٌه فإنوثابت،   حٌث 

 ( )∅ لٌمكن الحصول على الحل النهائً و

∅( )   ( )     
   

∑     ( )

 

   

                                          (𝟑𝟗 𝟐) 
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  3 - 2مثال 

 المتتالٌة )متسلسلة نٌومان(اوجد حل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة باستخدام طرٌقة التقرٌبات 

∅( )    ∫  ∅( )  
 

 

 

 الحل 

 نفرض إن 

∅ ( )   ( )    

 التقرٌب الأول ٌمكن حسابه كالتالً 

∅ ( )    ∫  ∅ ( )  
 

 

 

               ∫    
 

 

 

                 

 بالاستمرار بنفس الطرٌقة، نتحصل علً

∅ ( )    ∫  ∅ ( )  
 

 

 

                ∫  (   )  
 

 

 

                 (  
 

 
) 
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 وبنفس الطرٌقة، فإن التقرٌب الثالث ٌكون كالتالً 

∅ ( )     ∫ (  
  

 
)  

 

 

 

                (  
 

 
 
 

 
  ) 

 لذا نتحصل علً 

∅ ( )     {  
 

 
 
 

  
 
 

  
   

 

    
} 

 وبالتالً 

∅( )     
   

∅ ( ) 

                
   

 ∑
 

  

 

   

 

             (  
 

 
)
  

 

                

 وهو الحل المطلوب 
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 [17]  وجود ووحدانيت الحل لمعادلت فريدهولم التكامليت 3 - 2

 نظرية الوجود والوحدانية 

 فً المعادلة فرٌدهولم التكاملٌة من النوع الثانً  (   ) إذا كانت النواة 

∅( )   ( )   ∫  (   )∅( )  
 

 

 

 أن أي ، هً دالة حقٌقٌة ومتصلة ومحددة فً المنطقة المربعة 

| (   )|                                  

( ) وإذا كانت الدالة  .هو عدد حقٌقً موجب ومحدد  حٌث  متصلة خلال الفترة    

 ( حل وحٌد ٌعطً بالعلاقة 1.2لضمان إن للمعادلة ) الكافئ عندها فإن الشرط،-   ,

| | (   )                                                                                  (𝟒𝟎 𝟐) 

 .فمثلا  ،حل( ٌضمن وجود حل وعدم تحققه لا ٌعنً بالضرورة انه لٌس هناك 40.2الشرط )

∅( )     ∫ (     )∅( )  
 

 

 

|(   ) |و     هذا الشرط، حٌث  قلا ٌتحق (   )و      وعلٌه فأن   

| | (   )      

( )∅ومع هذا فأن   هو حل مضبوط لها.    

  الإثبات

 الإثبات كاملاً. علىبالرجوع الً الملحق )ب( ٌمكن الاطلاع 
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 .بعض الطرق التحليليت لحل معادلت فولتيرا التكامليت 4 -2

 لحل معادلة فولتٌرا فإن هناك عدداً من الطرق التً تطبق لهذا الغرض. وفٌما ٌلً بعض الطرق 

 التحلٌلٌة لحل معادلة فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً.

 .طرٌقة الحل المتسلسل 

 .طرٌقة التحلٌل المعدلة 

 .طرٌقة التقرٌبات المتتالٌة 

 طرٌقة الحل بالتحوٌل إلى مسألة قٌمة ابتدائٌة. 

 .طرٌقة التغاٌر التكراري 

 .طرٌقة تحوٌل لابلاس  

  [19] ،[18] .لطريقة الحل المتسلس 1 - 4 – 2

    (Series Solution Method) 

سلسلة تاٌلور وتستخدم بإٌجاد الحل متطرٌقة الحل المتسلسل هً طرٌقة مفٌدة تم استنتاجها من 

 للمعادلات التكاملٌة.

 1 - 4 - 2تعريف 

 أيسلسلة تاٌلور عند مترتب مثل التسمً تحلٌلٌة إذا كانت مشتقاتها من كل  ∅حقٌقٌة الالدالة 

 نطاق الفً   نقطة 

∅( )  ∑
∅( )( )

  
(   ) 

 

   

                                                         (𝟒𝟕 𝟐) 

 .  لمجاور  ( )∅إلى  تقترب
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 على الصورة:ٌمكن كتابتها     شكل العام لمتسلسلة تاٌلور عند الللتبسٌط، 

∅( )  ∑   
                                                                                                    (𝟒𝟖 𝟐)

 

   

 

( هو حل تحلٌلً، وٌأخذ شكل متسلسلة 2.2لمعادلة فولتٌرا التكاملٌة ) ( )∅نفرض أن الحل 

 سوف ٌتم أٌجادها.   ث المعاملات ٌبح ،(48.2تاٌلور )

 ( ٌعط2.2ًلمعادلة )ا( فً طرفً 48.2تعوٌض )

∑   
   ( ( ))   ∫  (   ) (∑   

 

 

   

)                                     (𝟒𝟗 𝟐)
 

 

 

   

 

 او 

      
     

     ( ( ))   ∫  (   )(      
     

   )             (𝟓𝟎 𝟐)
 

 

 

( سوف ٌتم تحوٌلها الً 49.2المعادلة التكاملٌة ) .( )  لمتسلسلة تاٌلور  (( ) ) حٌث 

، حدود التً ( )∅ لغٌر معروفة الكامل الدالة ت( بدلاً من 50.2التكامل الاعتٌادي فً المعادلة )

سوف ٌتم تكاملها لاحظ أنه البحث عن الحل المتسلسل، علٌه إذا كانت     ،    على شكل 

 غٌرهاو تتضمن دوال أولٌة مثل دوال مثلثٌة، دوال أسٌة ( ) 

المثال التالً ٌوضح  .ٌجب استخدامها ( ) علٌه امتداد تاٌلور للدوال ذات العلاقة بالدالة 

 طرٌقة الحساب المتسلسل.
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    -  مثال 

 اوجد حل للمعادلة فولتٌرا التكاملٌة باستخدام طرٌقة الحل المتسلسل

∅( )          ∫ (   )∅( )                                                                   (𝟓𝟏 𝟐)
 

 

 

 الحل

حسب المعادلة  ( )∅ لوكذلك الحل     لسوف ٌتم استخدام بعض حدود سلسلة تاٌلور 

 ( لإٌجاد    )

          
     

     
    

      
 

 
   

 

  
     ∫ (   )(          

   )     (𝟓𝟐 𝟐)
 

 

 

 نجد ان   وبإخذ الحدود المتشابهة للمتغٌر  الأٌمننكامل الطرف 

          
     

     
     

  .  
 

 
  /  

  .
 

 
 
 

 
  /  

  .
 

  
 

 

  
  /  

              (𝟓𝟑 𝟐) 

 ( ٌنتج    للمعادلة )  متشابه للمتغٌر ال الأس ذاتبمساواة المعاملات 

                         
 
  

,      
 

  
 

                          وبعموم
 

  
                       

    شكل التالًالالحل فً شكل متسلسل ٌمكن كتابته ب

    ∅( )   (     

  
    

  
    

  
    ) 
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 والذي ٌتقارب الً الحل الصحٌح

∅( )      

 [3] ,[4] ,[20]  طريقت تحويل لابلاس 2 - 4 – 2

 (Laplace Transform Method)  

معادلات فولتٌرا التكاملٌة وهو ما  أنواعٌعتبر تحوٌل لابلاس من أحد الطرق المفٌدة لحل بعض 

 الالتفاف. بنظرٌةٌعرف 

 تحويل لابلس. 

∫، فإن التكامل     دالة معرفة بحٌث  ( ) أذا كانت       ( )
 

 
هو تحوٌل لابلاس  

 وٌرمز له كما ٌلً  ( ) لهذه الدالة إلى الصورة 

ℒ* ( )+  ∫      ( )    ( )
 

 

 

 .التً ٌكون عندها التكامل المعتل متقارب  لجمٌع قٌم 

 لتحوٌل لابلاس عدد من الخواص 

دالتٌن معرفتٌن   و   الخطٌة: ٌعتبر تحوٌل لابلاس مؤثر خطً، اي انه اذا كانت  - 

 ثوابت فإن   و  ، وكان     بحٌث 

ℒ*  ( )    ( )+   ℒ* ( )+   ℒ* ( )+    ( )    ( ) 

 الأزحة الاولً   - 

ℒ*    ( )+   (   ) 
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 تحوٌل المشتقات  - 

ℒ*  ( )+     ( )   ( ) 

 .( يبين تحويل لابلس لبعض الدوال المهمة  -  جدول )

 ( )   * ( )+  ( ) 

 

 
   

  

    
               

 (   )

    
           

 

   
     

 

     
       

 

     
       

  

(   )   
                    

   

(     ) 
        

     

(     ) 
        

 

(   )    
          

   

(   )    
          

 (  -  جدول )

، وتسمً هذه ( ) بمعلومٌة  ( ) فً تطبٌقات تحوٌل لابلاس فإننا كثٌراً ما نحتاج لحساب 

 كما ٌلًالعملٌة بمعكوس تحوٌل لابلاس وٌشار إلٌه 

ℒ  * ( )+   ( )                                                                  (𝟓𝟒 𝟐) 

  



 الطرق التحلٌلٌة لحل معادلة فرٌدهولم وفولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً -الباب الثانً: 

 

 

51  

 

 2 - 4 - 2تعريف 

 (Convolution) الالتفاف

 مقطعٌاً اي لها عدد محدود من نقط عدم الاتصال المحدوددالتٌن متصلتٌن   و   إذا كانت 

 خلال 

∫  ل  ، فإن التكام(   ,الفترة   ( ) (   )  
 

 
وٌشار ألٌه   و   ٌسمً بالتفاف الدالتٌن  

 كما ٌلً

(   )( )  ∫  ( ) (   )  
 

 

                                                                   (𝟓𝟓 𝟐) 

 . هو دالة جدٌدة فً     ناتج الالتفاف 

 نظرية الالتفاف 

، فإن تحوٌل لابلاس لحاصل (   ,خلال الفترة مقطعٌاً دالتٌن متصلتٌن   و   إذا كانت 

 التفاف هاتٌن الدالتٌن ٌعطً مباشرة بالعلاقة الآتٌة 

ℒ*   +  ℒ* ( )+ℒ* ( )+   ( ) ( )                                                                (56.2) 

نأخذ حل معادلة فولتٌرا من النوع الثانً بحٌث تكون النواة غٌر متصلة بطرٌقة لابلاس مع 

 نظرٌة الالتفاف 

∅( )   ( )   ∫  (   )∅( )  
 

 
                                                                        ( .  ) 

 والتً من مفهوم الالتفاف ٌمكن كتابتها على الصورة 

∅( )   ( )   (  ∅)( ) 

 وبأخذ تحوٌل لابلاس لطرفً هذه المعادلة ٌنتج 

ℒ*∅( )+  ℒ* ( )+    ℒ*(  ∅)( )+    
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  ( )   ( )    ( ) ( )    

  ( )   ( )

    ( )
          ( )       

 ( من العلاقة   . ألان بأخذ معكوس لابلاس للطرفٌن نحصل على حل المعادلة )

∅( )  ℒ  2
 ( )

    ( )
3                                                            (𝟓𝟖 𝟐) 

 . -  مثال 

 اوجد حل معادلة فولتٌرا التكاملٌة الآتٌة باستخدام طرٌقة تحوٌل لابلاس 

∅( )           ∫     ∅( )  
 

 

 

 الحل

 نواة المعادلة المعطاة هً من النوع الفرقً 

 (   ) ( )        و               و              حٌث                             

 ( )  ℒ*       +  ℒ*  +  ℒ*    +    
 

   
 

 

    
                                          

 ( )  ℒ*  +  
 

   
              

∅( )  ℒ  2
 ( )

    ( )
3  ℒ  {

(  
   

) .  

    
/

  (  )(  
   

)
}  ℒ  2

 

    
3       
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 [21]  وجود ووحدانيت الحل لمعادلت فولتيرا التكامليت 5 - 2

 نظرية الوجود والوحدانية 

 فً المعادلة التكاملٌة لفولتٌرا من النوع الثانً التً تأخذ الشكل التالً.  ( ) إذا كانت الدالة 

∅( )   ( )   ∫  (   )∅( )  
 

 

 

،  دالة متصلة ومحددة فً المنطقة المثلثة (   ) ، وكانت النواة -   ,متصلة خلال الفترة 

 حٌث  ،( - ) لشك

                  

 .  ل لأي قٌمة ∅عندها ٌكون للمعادلة حل وحٌد 

 الإثبات

 الاثبات كاملاً. على( ٌمكن الاطلاع جبالرجوع الً الملحق )

 

 القيم الذاتية والدوال الذاتية . -  

  [22] لمعادلة فريدهولم التكامليةالقيم الذاتية والدوال الذاتية 

لإٌجاد حل لمعادلة فرٌدهولم التكاملٌة المتجانسة من النوع  سوف ٌتم التطرق الً أحد الطرق

 الثانً والتً تكتب على الصورة

∅( )   ∫  (   )∅( )                                                       
 

 

(𝟖𝟏 𝟐) 

( )∅ من الواضح أنوإٌجاد حل لهذه المعادلة بمسألة القٌم الذاتٌة،  (    2) لهو حل    

طرٌقة الحساب المباشر أو طرٌقة النواة القابلة ولإٌجاد حل غٌر هذا الحل البدٌهً سوف نطبق 

وتؤدي    لالتً تعطً قٌم غٌر صفرٌة    ل لحساب قٌمة )أو القٌم(للفصل السابق شرحها 

( )∅بالتالً إلى حل )أو حلول( غٌر الحل البدٌهً    . 

 تطبٌق طرٌقة الحساب المباشر ٌتطلب إن تكون المعادلة من النوع القابل للفصل أي إن.

 (   )   ( ) ( ) 
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 ( ٌنتج    2بالتعوٌض فً )

∅( )    ( )∫  ( )∅( )                                                               
 

 

(𝟖𝟐 𝟐) 

 وبوضع

  ∫  ( )∅( )  
 

 

 

 ( نصل إلى الحل    2وبالتعوٌض من جدٌد فً )

∅( )     ( ) 

( )∅تعطً الحل البدٌهً     من الملاحظ هنا إن    . 

للمعادلة  المباشر هً تقلٌصفً حالة معادلة فرٌدهولم المتجانسة نجد إن طرٌقة الحساب 

 حل التً تجعل هذا النظام متجانس له  قٌم  ًالتكاملٌة إلى نظام معادلات جبرٌة متجانسة. تسم

المناظرة لهذه القٌم بالدوال الذاتٌة  ( )∅غٌر بدٌهً بالقٌم الذاتٌة للنواة بٌنما تسمً دوال الحل 

 للمعادلة.

  8 -  مثال 

 .الذاتٌةالقٌم الذاتٌة والدوال اوجد 

∅( )  
 

 
 ∫    (   )∅( )  

 

 

 

 الحل

 النواة المعطاة غٌر قابلة للفصل ولكن بفك دالة الجٌب نجد إن 

 (   )     (   )                      

 وهً نواة قابلة للفصل. ألان نعوض عن مفكوك دالة جٌب التمام فً المعادلة المعطاة 

∅( )  
 

 
     ∫     ∅( )   

 

 
     ∫     ∅( )  

 

 

 

 

 

   ∅( )  
 

 
 (           )                        (𝟖𝟑 𝟐) 

 حٌث 

  ∫     ∅( )  
 

 

                      ∫     ∅( )                   (𝟖𝟒 𝟐)
 

 

 

 ( نحصل على المعادلتٌن الجبرٌتٌن.   2( فً )   2بتعوٌض )
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 ∫ (                )  

 

 
                           

   

 
 ∫ (                )  

 

 
                              

 ولتسهٌل حل هاتٌن المعادلتٌن سنكبتهما على الصٌغة المصفوفٌة الآتٌة 

0
    
    

1 0
 
 1  0

 
 
1    

 ومنها نجد إن القٌم الذاتٌة للنواة هً 

                                 

 كما ٌلً   و    وتكون قٌم

                                       عند

                                    عند

 هً ثوابت اختٌارٌة وبالتالً تكون الدوال الذاتٌة المناظرة لهذه القٌم هً     حٌث 

∅ ( )  
 

 
                     ∅ ( )  

 

 
      

 حلولاً للمعادلة التكاملٌة المعطاة.والتً تمثل 

  [23] التكامليةلمعادلة فولتيرا القيم الذاتية والدوال الذاتية. 

    -  مبرهنة 

-   ,نواة فولتٌرا ذات مربع قابل للمكاملة فً  (   ) لتكن  لا ٌملك المؤثر  -   , 

  معلومةقٌم ذاتٌة  -   ,  فً    المرافق 

 البرهان

 لتكن  

  
∅ ةذاتٌ دالةوجد تإذن    للمؤثر  معلومةقٌمة ذاتٌة     ٌحقق العلاقة:   

 

 
∅   ∅ 

 بحٌث إن 

∅    ∅      ∅        ∅                  
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 نبرهن أن 

|    ∅( )|    

    

 وهذا تناقض

  ملحظة

بما أن معادلة فولتٌرا التكاملٌة لا تملك قٌماً ذاتٌة، فإن هذه المعادلات لٌس لها دوال ذاتٌة. 

 وبالتالً فإن المعادلة المتجانسة لفولتٌرا تقبل الحل الصفري.



 

 

 

 

 

 

 الباب الثالث 

فريدهولم وفولتيرا  تيالطرق العددية لحل معادل

 التكاملية من النوع الثاني 

Solution of Fredholm and Volterra 

Integral Equation of second kind using 

numerical methods 



 

 

 

 

فريدهولم وفولتيرا التكاملية من النوع  تيالطرق العددية لحل معادل -الثالث: الباب 

 الثاني

 هقدهت 3-1

 بعض الطرق العدديت لحل هعادلت فريدهولن التكاهليت 3-2

 طريقت التقريبيت للنواة القابلت للفصل  3-2-1   

 طريقت نيستروم )التربيعيت( 3-2-2   

 بعض الطرق العدديت لحل هعادلت فولتيرا التكاهليت  3-3

 طريقت قاعدة شبه الونحرف التربيعيت 3-3-1   

 كوتا التقريبيت -طريقت رانج  3-3-2   
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  هقدهت 1 - 3

تختلف الطرق العددٌة عن الطرق التحلٌلٌة بأن النتائج التً نحصل علٌها فً الطرق العددٌة 

 تكون تقرٌبٌة علً عكس الطرق التحلٌلٌة الذي تعطٌنا نتائج بدقة.

 طالما انه بالإمكان الحصول على نتائج دقٌقة بطرق التحلٌلٌة نرغب باستخدام الطرق العددٌة

فً الحقٌقة لا تستطٌع الطرق التحلٌلٌة حتى الآن حساب جمٌع المسائل الرٌاضٌة على الرغم 

من حاجتنا الشدٌدة فً جمٌع المجالات لحلها، فضلا عن كون بعض الطرق التحلٌلٌة ذات كلفة 

الخطأ مقدار ة للحصول على الحل التقرٌبً بحٌث ٌكون باهظة، لذا نلجأ إلى الطرق العددٌ

 أصغر ما ٌمكن.

ٌمكن تصنٌف حلول المعادلات التكاملٌة كغٌرها من المعادلات الرٌاضٌة إلى نوعٌن من الحلول 

 فٌما ٌلً: الانواعلكل منها طرق ونظرٌات خاصة، وٌمكن تحدٌد هذه 

 .الحل المضبوط 

 .ًالحل التقرٌب 

∅الحل المضبوط هو حل تحلٌلً تكون فٌه الدالة  على هٌئة معادلة تعطً الحل  ( )∅ 

الدقٌق للمعادلة التكاملٌة، إما الحل التقرٌبً فلٌس له صٌغة تحلٌلٌة ولكن ٌتم فٌه حساب قٌم 

 .   لعند قٌم مختارة  ( )∅عددٌة للدالة 

ٌصعب إٌجاد هذا الحل الأمر  الحل المضبوط بلا شك هو الأفضل ولكن فً كثٌر من التطبٌقات

 الذي ٌستدعً التفكٌر فً حل تقرٌبً او تطبٌق إحدى الطرق العددٌة لإٌجاد حل عددي.
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 بعض الطرق العدديت لحل هعادلت فريدهولن التكاهليت 2 - 3

ٌوجد العدٌد من الطرق العددٌة لحل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة، وهنا نركز اهتمامنا على الطرق 

 العددٌة التالٌة:

 .)طرٌقة النواة القابلة للفصل التقرٌبٌة )سلسلة تاٌلور 

 .)طرٌقة نٌستروم )التربٌعٌة 

هذه الطرق لها متغٌرات متكررة، وهناك أٌضا العدٌد من الطرق الأخرى، ولكن هذه الطرق 

 تشمل اغلب الطرق العامة والأكثر استخداما".

 [42[، ]42] التقريبيتطريقت النواة القابلت للفصل  1 - 2 – 3

(Degenerate Kernel approximation methods) 

 ( لحل معادلة فرٌدهولم التكاملٌة:2-2-1تم مناقشة طرٌقة النواة المنفصلة فً الباب الثانً )

∅( )   ( )   ∫ (   )∅( )                                                               (𝟏 𝟑)
 

 

 .مجموعة مغلقة ومحددة  حٌث  .    للقٌم  ،    و     مع 

قابلة لكً تكون منفصلة إذا أمكن التعبٌر عنها كمجموع عدد من  (   )  كما عرفنا إن النواة

فقط على النحو   دالة فً كذلك فقط و  حاصل ضرب دالة فً  تكونبحٌث  ،الحدود المنتهٌة

 التالً:

 (   )  ∑  ( )  ( )                                                 (  𝟑)

 

   

 

لٌست منفصلة، وبالتالً نبحث فً هذا الفصل على صٌغة  (   ) لكن اغلب دوال الأنوٌة 

 تقرٌبٌة لتلك الدوال باستخدام طرٌقة النواة غٌر المتصلة.
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 حل المعادلات التكاملية باستخدام طريقة النواة المنفصلة )غير المتصلة( 

سٌتم تقرٌبها عن طرٌق متوالٌة من  (   ) بالنظر إلى المعادلة التكاملٌة فإن دالة النواة 

 .الدوال المنفصلة

  (   )  ∑    ( )    ( )                                     (𝟑 𝟑)

 

   

 

 ٌحقق     بحٌث المؤثر 

   
   

‖    ‖                                                         (  𝟑) 

 والمؤثر ٌتم تعرٌفه كما ٌلً 

  ∅( )  ∫  (   )∅( )                ∅   ( )                            (𝟓 𝟑)
 

 

  ،وباستخدام     لقٌم  ،  عبارة عن المجموعة الحدٌة المغلقة فً   بحٌث 

 ( )  

( )   لكً تكون  ، ‖ ‖و   مدمجة. ( )  

 ( فً صٌغة المؤثر كما ٌل1.3ًٌمكن كتابة المعادلة التكاملٌة )

(    )∅                                                                          (𝟔 𝟑) 

 ( كالتالً:3.3باستخدام المعادلة )( ٌمكن كتابتها 3.3وبالتالً فإن المعادلة )

(     )∅
 

                                                                                                 (𝟕 𝟑) 

فإن المعادلة  (   )  ( للدالة 3.3باستخدام صٌغة المعادلة ) .هو الحل للمعادلة  ∅حٌث إن 

 ( تصبح:3.3التكاملٌة )
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∅ ( )   ( )   ∑    ( )

 

   

∫    ( )∅ ( )                                    (𝟖 𝟑)
 

 

 ( ٌكون لدٌنا:2-2-1وباستخدام الطرٌقة التً تم مناقشتها فً الجزء )

∅ ( )   ( )   ∑    ( ) 

 

   

                                                             (𝟗 𝟑) 

 حٌث:

    ∑                           

 

   

                                               (𝟏  𝟑) 

 لكً

   ∫  ( ) ( )                                                  (𝟏𝟏 𝟑) 

 و

    ∫  ( )   ( )                                           (𝟏  𝟑) 

( 3..1( فإن المعادلة )2-2-1ا تمت الإشارة إلٌه فً الجزء )وكم .عبارة عن ثوابت معلومة

معطاة  ( ) والتً محددها    من المعادلات الجبرٌة للقٌم المجهولة   تمثل نظام متكون من 

 كما ٌلً

 ( )  |

                                 

                               

                                                         
                               

|                                    (𝟏𝟑 𝟑) 
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 .والتً لا تساوي صفر ، وفً الغالب بدرجة   حدود فً  اتوالتً هً عبارة عن متعدد

 ( باستخدام طرٌقة النواة المنفصلة، ٌكون لدٌنا الحالات التالٌة:13.3ولتحلٌل حل المعادلة )

 (1الحالة )

لا          و  ( 3.3) تالمعادلا منظومةعندما على الأقل أحد أجزاء الطرف الأٌمن ل

 :لاتٌةتساوي صفر، فإن الحالتان التالٌتان تندرجان تحت الحالة ا

( ) إذا كان  - أ  لمنظومة المعادلاتفإن الحل الوحٌد الذي لا ٌساوي صفر  ،  

 ً( لها حل وحٌد لا ٌساوي صفر وٌكون معط1.3( ٌكون موجود، والمعادلة )3..1)

 (.3.3بالدالة )

( ) إذا كان  - ب ( إما إن ٌكون لٌس لدٌه حل او 3..1) منظومة المعادلاتفإن  ،  

( إما لٌس لدٌها حل او ٌكون لها حل لا 1.3ٌكون له حل لا نهائً لذا فان المعادلة )

 نهائً.

 (4الحالة )

( ) عندما  بالتالً           لقٌم      ( أظهرت إن 11.3فان المعادلة ) ،  

الحالتان التالٌتان  .( ٌختصر إلى نظام معادلة خطٌة متجانسة3..1) منظومة المعادلات

 :الاتٌةتندرجان تحت الحالة 

( ) إذا كان  - أ  (            )بالتالً الحل الصفري وحٌد  ،  

( لها حل صفري وحٌد 3.1( ٌكون موجود، لذا نري إن )3..1) تالمعادلالمنظومة 

∅ ( )     

( ) إذا كان  - ب ( ٌؤول إلى حلول غٌر صفرٌة 3..1)منظومة المعادلات بالتالً  ،  

عندما   ( ٌكون لها حلول غٌر صفرٌة لانهائٌة، وقٌم 1.3لانهائٌة، لذا فان المعادلة )

 ( ) معادلة فرٌدهولم التكاملٌة لتكون معلومة كقٌم ذاتٌة وأي حل غٌر صفري    

( )∅ المتجانسة  ∫  (   )∅( )  
 

ٌكون معلوم كدالة ذاتٌة مطابقة للمعادلة  ،

  التكاملٌة.
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 (3الحالة )

( ) عندما   لكن:   

∫  ( )  ( )       ∫  ( )  ( )      ∫ ( )  ( )                                
   

(𝟏  𝟑) 

 متعامدة لكل الدوال ( ) أي 

  ( )   ( )     ( )                                            (𝟏𝟓 𝟑) 

 بالتالً

 .( إلى نظام معادلات خطٌة متجانسة11.3تساوي صفر وتختصر المعادلة )           

 تحت هذه الحالة: ٌمكن أدراجهم الحالتان التالٌتان

( ) إذا كان  - أ لذا  ،(            )بالتالً الحل الصفري وحٌد  ،  

( ) ∅( لها حل وحٌد فقط 1.3فان المعادلة )   . 

( ) إذا كان  - ب ( ٌؤول إلى حلول غٌر صفرٌة 3..1) منظومة المعادلاتفان    

 ( ٌكون لدٌها حلول غٌر صفرٌة لانهائٌة.1.3لانهائٌة، والمعادلة )

منفصلة للحصول على تقرٌب منفصل، نستخدم تقرٌبات البالرجوع إلى تقرٌب النواة غٌر 

 ( وعلى سبٌل المثال:1.3مختلفة لتقرٌب حل المعادلة التكاملٌة )

 تقريب سلسلة تايلور

  تقرٌبات النواة المنفصلة التقرٌبٌة 

 امتداد التعامد 

 سنتناول تقرٌب سلسلة تاٌلور فقط.
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 [.42[، ]42[، ]42] قريب سلسلة تايلورت 

(Taylor series approximation) 

عند أي  ∅علٌه فإن امتداد سلسلة تاٌلور للدالة  ، و   دالة متصلة فً متغٌرٌن  (   )∅دع 

 ٌكون:    باعتبار المتغٌر   عدد حقٌقً مجاور 

        (∅    )

 ∑
(   ) 

  
  

  

       ∅(   )                                                         (𝟏𝟔 𝟑)

 

   

 

 و

      (∅      )

 ∑
(   ) 

  
   

  

      ∅(   

 

   

  )                                               (𝟏𝟕 𝟑) 

 .  باعتبار المتغٌر    للدالة عند النقطة المجاورة       هذا ٌعنً امتداد سلسلة تاٌلور للحد 

 أعتبر معادلة تكاملٌة فً بعد واحد.

∅( )   ( )   ∫  (   )∅( )                                               (𝟏𝟖 𝟑)
 

 

 

 ، علٌه(     )باستخدام تاٌلور   علً شكل سلسلة قوي فً  (   ) ٌمكن كتابة 

 (   )  ∑  ( )(   )                                                                             (𝟏𝟗 𝟑)

 

   

 

 ، علٌه(     )باستخدام تاٌلور   أو سلسلة قوي فً 
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 (   )  ∑  ( )(   )                                                                                    (   𝟑)
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ادلة الأولً للطرف الأٌمن للمع  تشٌر إلى المجموع الجزئً للحدود  (   )  افرض 

(19.3) 

  (   )  ∑   ( )(   )                                                               ( 𝟏 𝟑)

   

   

 

 بتعتبر نواة منحلة  (   )  (، 2.3باستخدام الترمٌز فً المعادلة )

  ( )      ( )            ( )  (   )                                                  (   𝟑) 

 ( ٌصبح 13.3( مع )14.3النظام الخطً )

    ∑   ∫ (   )       ( )  
 

 

 

   

 ∫  ( )(   )                                                             ( 𝟑 𝟑)
 

 

 

 ٌمكن التعبٌر عنه بواسطة   ∅والحل 

∅ ( )   ( )   ∑        ( )

   

   

                                                    (   𝟑) 

( ثم حسابها عددٌاً، على أٌة حال، الملاحظات التالٌة تعتبر 23.3التكاملات فً المعادلة )

 ضرورٌة:

 .[   ]التكاملات تتضمن كل الفترة  - أ

 وهو ،      لالمجاور  الحٌز معظم التكاملات تكون صفرٌة او كمٌة صغٌرة، فً - ب

 نهاٌة الباقً من التكامل.
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 [.22[، ]22] )التربيعيت( يسترومطريقت ن 2 - 2 - 3

(Nystrӧm Quadrature method) 

جة التقرٌبات علً أساس التكامل العددي للمعامل التكاملً لتستخدم طرٌقة نٌستروم لمعا

ثم إٌجاد الحل أولا عند مجموعة نقاط العقد التربٌعٌة، ثم تشمل كل النقاط فً  .(1.3بالمعادلة )

الطرٌقة العددٌة تعتبر بسٌطة فً عملٌة تنفذٌها بالحاسوب.  بواسطة صٌغة استكمال خاصة.  

 ( بواسطة طرٌقة نٌستروم نستخدم التكامل العددي.1.3لإٌجاد الحل لمعادلة فرٌدهولم التكاملٌة )

∫  ( )   ∑     (    )                      ( )

  

   

                                               ( 𝟓 𝟑)
 

 

ٌتقارب إلى التكامل الصحٌح كلما     . افرض إن التكامل العددي لكل  بزٌادة متتالٌة لقٌم 

   . 

وأحٌاناً          ،         بحٌث تصبح   للتبسٌط، نحذف الحروف السفلٌة 

 ضمنٌاً.  ، لكن ٌجب إن ندرك وجود الرمز     

لبعض     تكون مغلقة ومجموعة محدودة فً  عندما       دع دالة النواة متصلة لكل 

( 25.3( مستخدماً المخطط التربٌعً فً المعادلة )1.3بتقرٌب التكامل فً المعادلة ) .   

 ٌمكن الحصول على معادلة جدٌدة

∅ ( )   ∑   (    )∅ (  )   (  )                                               ( 𝟔 𝟑)

  

   

 

(. الحل 3.1للمعادلة ) ( )∅ٌكون حلاً تقرٌبٌاً للحل الصحٌح  ( ) ∅بحٌث حل المعادلة 

  ( ٌمكن الحصول علٌه إذا ما تم تعٌٌن 26.3لصٌغة الدالة )
بحٌث   إلى المتغٌر    

 و          
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 ( ٌمكن اختزالها إلى مجموعة من المعادلات 26.3. فً هذه الطرٌقة، )    

∅ (  )   ∑    (     )  (  )   (  )                            

  

   

                ( 𝟕 𝟑) 

 المجهول عبارة عن متجه و.   وهً منظومة خطٌة من الرتبة 

∅  [∅ (  )   ∅ (  )]
 
 

(: وهذا نحصل علٌه بتقدٌر 27.3( ٌعتبر حل للمعادلة )26.3من المعادلة ) ( ) ∅كل حل 

[       ]  عند النقاط العقدٌة. لكل حل  ( ) ∅
(، ٌوجد حل 27.3من المعادلة )  

فً  ( ) ∅ لعند النقاط العقدٌة. إذا أردنا إٌجاد الحل   ( الذي ٌتفق مع 26.3وحٌد للمعادلة )

. علٌه (  )ٌمكن تحدٌدها بواسطة قٌمها عند النقاط العقدٌة  ( ) ∅(، علٌه 26.3المعادلة )

 (، نعرف 27.3معادلة )لل   لالحل 

 ( )   ∑    (    )    ( )                                             ( 𝟖 𝟑)

  

   

 

  لهذه الصٌغة بصٌغة الاستكما رفعوت  

 (  )   ∑    (     )    (  )

  

   

  

                                                                           

 ( تسمً صٌغة استكمال نٌستروم.28.3) المعادلة

(. باستخدام هذا الاستكمال الناتج من المعادلة 27.3تعتبر الحل للمعادلة )  الخطوة الأخٌرة من 

و    ن(. وحدانٌة العلاقة ما ب26.3ٌعبارة عن حل المعادلة ) ( ) بإن  ج(، نستن28.3)

 ( )  
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 ( ٌمكن التعبٌر عنها بواسطة27.3.علٌه المعادلة )( ) ∅ناتجة من الحل 

(     ) ∅                                                          ( 𝟗 𝟑) 

 عندما

∅  [∅ (  )]
             [ (  )]

              [ (     )]  

 و 

      (          )  

ٌمكن إن تكون شاذة للطرٌقة التربٌعٌة للمعادلة  (     )من المفٌد إن نلاحظ بان 

إذا كانت  (     ) لٌمكننا الحصول على الغٌر شاذة  كذلك (. تحت قٌود ملائمة،25.3)

 ( دقٌقة بشكل كافئ.25.3المعادلة )

 (   )  و ، إذا كانت الطرٌقة التربٌعٌة أكثر دقة أو لا فإنها تعتمد على ، إلى ذلك بالإضافة

 .( )  و

  بعض الطرق العدديت لحل هعادلت فولتيرا التكاهليت 3 – 3

ولبعض ٌوجد العدٌد من الطرق العددٌة متوفرة لحل معادلات فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً، 

كوتا من الدرجة  –التربٌعٌة قاعدة شبه المنحرف، الطرٌقة التقرٌبٌة رانج  ةالطرق: الطرٌق تلك

  .كوتا من الدرجة الرابعة –نج االثانٌة، ر

 .[29]هليت لتكاالطريقت التربيعيت لحل هعادلت فولتيرا ا 1 - 3 - 3

 الحل العددي لمعادلة فولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً: إذا أردنا إٌجاد
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∅( )   ( )  ∫  (    ∅( ))                                                              (𝟑  𝟑)
 

 

 

   و ،[   ]مستمرة فً  ( ) ، وأن الدالة [   ] نفترض أن الحل مطلوب للفترة المحددة

. هذه ∅المنتظمة فً  (Lipschitz)وتحقق شروط لبشز         مستمرة فً 

إذا كانت النواة خطٌة  .( موجود30.3تضمن بأن الحل مستمر ووحٌد للمعادلة )الشروط سوف 

 لكً:   ٌعنً وجود الدالة 

 (    ∅( ))   (   )∅( )    (   )                           (𝟑𝟏 𝟑) 

( تكون خطٌة وٌمكن اختصارها 30.3فإنه ٌمكن القول بأن المعادلة )        لكل 

 إلً:

∅( )   ( )  ∫  (   )∅( )  
 

 

                                           (𝟑  𝟑) 

 عندما 

 ( )   ( )  ∫   (   )∅( )                                     (𝟑𝟑 𝟑)
 

 

 

( فً الصٌغة المتعارف علٌها لمعادلة فولتٌرا الخطٌة 32.3المعادلة ) نتعامل معٌجب إن 

 . ( )  ( ) وسوف لن ٌتم التمٌز بالرموز بٌن 

 .[30]للمعادلات الخطية  ةالطريقة التربيعي

( عن طرٌق قاعدة التربٌع 32.3هو تقرٌب طرف التكامل فً المعادلة ) طوات الحل العدديخ

انه من الطبٌعً إن ٌتم اختٌار ارتباط  . وبثبوت القٌمة   وذلك بإجراء تكامل بالنسبة للمتغٌر 

عبارة عن    (   )  حٌث إن           وبالتالً بوضع  ؛ و    منتظم فً

 تقرٌب بشكل واضح لطرف التكامل فً المعادلة  ذلك بإن هناكٌتضح من  طول الخطوة الثابتة.
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 ( عن طرٌق:32.3الخطٌة )

∫  (    )∅( )    ∑    (     )∅(  )

 

   

  

 

  ∑      ∅(  )              (𝟑  𝟑)

 

   

 

هذه القاعدة التربٌعٌة تؤدي إلى مجموعة المعادلات                        حٌث 

 التالٌة:

∅(  )   (  )                                                                                             

∅(  )   (  )   [      ∅(  )        ∅(  )]      ( (    )∅( ))  

∅(  )   (  )   ∑      ∅(  )      ( (    )∅( ))                

 

   

    (𝟑𝟓 𝟑) 

إذا تم افتراض بإن  .تمثل طرف الخطأ فً القاعدة التربٌعٌة (( )∅(    ) )    حٌث 

(         )مهملة و       نستطٌع بوضوح حل هذه المجموعة من   لأي عدد    

عن طرٌق  (  )∅ لتقرٌب عبارة عن   ∅حٌث             و   ∅ لالمعادلات 

من الواضح إن هذا الأسلوب العددي ٌعتبر مباشراً جداً وسهل التطبٌق، على  التعوٌض المباشر.

ونلاحظ  .   المناسبة ( weights)الرغم من وجود بعض الصعوبات فً اختٌار الأوزان 

تمثل أوزان القاعدة التربٌعٌة للنقطة  {             } إن المجموعةف  بأنه لكل 

  .[    ])نقاط متساوٌة البعد( للفترة ( Newton-Cotes)كوتس  -من النوع نٌوتن  (   )

 [.02[ و ]03[، ]03] المنحرف قاعدة شبه 

(Trapezoidal rule) 

     إلى فترات فرعٌة متساوٌة الطول  (   )تقسٌم الفترة و.     ضع اذا تم و

 
. 

قاعدة شبه المنحرف فان بالتالً علٌه ،   (   )               حٌث ان 

 ٌتم قراءتها كما ٌلً:
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∫  ( )    [
 ( )  ( )

 
 ∑  (  )

   

   

]
 

 

                                                            (𝟑𝟔 𝟑) 

 التكاملٌة:وباستخدام تقرٌب شبه المنحرف لحل معادلة فولتٌرا 

∅( )   ∫  (   )∅( )    ( )
 

 

                                                           (𝟑𝟕 𝟑) 

 ، نتحصل علً:  ( بقٌمة 37.3( فً )36.3وبتعوٌض )

∅(  )   [
 (    )∅( )  (     )∅(  )

 
 ∑ (     )∅(  )

   

   

]   (  )                     (𝟑𝟖 𝟑) 

                              

  
 (    )

 
∅( )   ∑ (     )∅(  )  (   

 (     )

 
)∅(  )   (  )

   

   

 

 ( ٌمكن اختصارها إلً:37.3فأن معادلة فولتٌرا التكاملٌة ) ،    ،     ولقٌمة 

∅( )   ( ) 

 ، نتحصل علً:   ولقٌمة 

 
 (     )

 
∅(  )  (   

 (     )

 
)∅(  )   (  ) 

 ، نتحصل علً:   ولقٌمة 

  
 (     )

 
∅(  )    (     )∅(  )  (   

 (     )

 
)∅(  )   (  ) 

 عند هذه النهاٌة نتحصل على النظام الخطً:
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 ∅    

 تكون كما ٌلً:            ,              (   )        حٌث إن المصفوفة

{
  
 

  
 

                                         

       (     )            

      
 

 
 (     )                             

                                                       

     
 

 
 (     )             

 

























 1,12,11,1

333231

2221

   ...   ...      

                                         

0     ...                       

0     ...         0                 

0     ...        ...          0             1

NNNN aaa

aaa

aa

A


 

  [ (  )   ( )  (  )    (    )   ( )]   

∅  [∅( ) ∅(  )   ∅(    )]
  . 
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 [.00] ، [15] تقريبيتالكوتا  -طريقت رانج  2 - 3 - 3

(Runge - Kutta Approximation method) 

( عن طرق تحلٌل عددي لمسائل القٌم الابتدائٌة 30.3كوتا لحل المعادلة ) -طرق رانج تعتبر 

               والتً تقوم على أساس حساب التقرٌبات إلى الحل عند نقاط 

             [       ]عند نقاط متوسطة  ت، عن طرٌق إنشاء تقرٌبا   

                                             

 حٌث

                 

 لمسألة القٌمة الابتدائٌة  (       )  كوتا العامة للمرحلة  –وبإعادة استخدام رانج 

∅ ( )   (  ∅( )) 

∅( )  ∅                                                         (𝟑𝟗 𝟑) 

 والمعطاة عن طرٌق

∅    ∅   ∑      
 

   

   

                                 (   𝟑) 

 حٌث

  
   (     ∅ ) 

  
   (  (    )  ∅   ∑     

 

   

   

)                                         ( 𝟏 𝟑) 
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∑    {
              
                           

}

   

   

                                                                  (   𝟑) 

  المسألة الثانٌة .          عبارة عن تقرٌب للحل عند   ∅مع 
ٌمكن اعتبارها   

 ( كالتالً: 40.3، ونعٌد كتابة المعادلة ) ( (    )  )∅كتقرٌب إلى 

∅    ∅   ∑     (       ∅    
)

   

   

                                                         ( 𝟑 𝟑) 

بخطأ موضعً  ،عملٌاً لتحقٌق تقرٌب نهائً لدرجة محددة اٌتم اختٌاره       المتغٌرات 

هذا الشرط ٌحقق  .التً تم اختٌارها والتً تمثل درجة الطرٌقة  لبعض قٌم  (    ) 

 المعادلات غٌر الخطٌة للمتغٌرات غٌر المعلومة. نمجموعة م

 0 - 3مثال 

 :علٌه .(43.3فً المعادلة )    بافتراض انه اخترنا 

∅    ∅       (   ∅ )       (       ∅       (   ∅ ))  

 نظرٌة تاٌلور لدالة من متغٌرٌن للحصول علً: مستخدابا

∅    ∅   (       )       (          ∅)   (  ) 

 الرموز التالٌة: ت عرف

   (   ∅ )      
  (   ∅ )

  
    ∅  

  (   ∅ )

 ∅
 

 الطرف من المعادلة مع الطرف التالً:بمقارنة هذا 

∅    ∅     
 

 
  (     ∅)   (  ) 
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 بالتالً ٌكون لدٌنا مجموعة مكونة من ثلاثة معادلات كما ٌلً:

           

       

 
  

       
 

 
 

من الواضح انه ٌوجد عدد لانهائً من الحلول لهذه المعادلات تتطابق مع عدد لانهائً فً 

نأخذ فً الاعتبار وبشكل محدد حلٌن  .كوتا ذو الدرجة الثانٌة –المرحلة الثانٌة لمعادلة رانج 

 اثنٌن من الناحٌة العلمٌة وهما:

         عندما  - أ

 
 ، فإن الطرٌقة الناتجة هً: 

∅    ∅  
 

 
 [   ∅   (     ∅    (   ∅ ))]                                             (   𝟑) 

 أو 

∅    ∅  
 

 
 [ (   ∅ )   (   ∅̂   )]                                               ( 𝟓 𝟑) 

 حٌث

∅̂    ∅    (   ∅ )                                           ( 𝟔 𝟑) 

 المعدلة. أوٌلربطرٌقة  طرٌقة ذهه وتعرف

هً طرٌقة أوٌلر المعدلة معطاة كما  لمستخدمةا، فإن الطرٌقة            عندما  - ب

 ٌلً:

∅    ∅    (   
 

 
  ∅  

 

 
  (   ∅ ))                                      ( 𝟕 𝟑) 
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كوتا الاعتٌادٌة ذو الدرجة  –، فنتحصل بنفس الطرٌقة على طرٌقة رانج      وعندما 

 )الرتبة( الرابعة معطاة بالخٌارات التالٌة من المتغٌرات:

           
 

 
       

    
 

 
                 

 

 
  

                                     

        
 

 
         

 

 
  

 –( ٌمكن تمدٌدها لتعطً نوع من طرٌقة رانج 43.3الطرٌقة التً تم تعرٌفها فً المعادلة )

 كوتا للحل التالً:

∅( )   ( )  ∫  (    ∅( ))                                            ( 𝟖 𝟑)
 

 

 

 ( ٌكون لدٌنا:48.3فً المعادلة )     وبوضع 

∅(  )   (  )  ∫  (       ∅( ))                  
    

 

 

             (  )  ∑∫  (       ∅( ))            
  (   ) 

    

   

   

           ( 𝟗 𝟑) 

 من المعادلة التالٌة: (  )∅إلى    وٌمكن حساب تقرٌب 

∅(  )   (  )   ∑ ∑    

   

   

   

   

 (       (    )  ∅    
)                     (𝟓  𝟑) 
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 ( فً الصٌغة التالٌة:48.3ٌمكن كتابة المعادلة ) (       )  ألان لكل قٌم 

∅( )   ( )  ∑∫  (    ∅( ))   ∫  (    ∅( ))  
 

  

    

  

   

   

                       (𝟓𝟏 𝟑) 

وبتقرٌب طرف التكامل النهائً فً                      بعد ذلك بوضع 

 ( عن طرٌق:51.3المعادلة )

∫  (         ∅( ))    ∑     (              ∅    
)

   

   

      

  

 

 ( ٌمكن التعبٌر عنها كما ٌلً:48.3كوتا للمعادلة ) –نجد إن طرٌقة رانج 

∅    
  (      )

  ∑ ∑     (              ∅    
)

   

   

   

   

   ∑     (                ∅    
)                                        (𝟓  𝟑)

   

   

 

                        

( )∅حٌث   تحدد نوع الطرٌقة           والمتغٌرات ( )  

            .             حٌث 

 



 

 

 

 

 

 

 الباب الرابع

فريدهولم وفولتيرا  تيالحل لمعادلخوارزميات 

 التكاملية من النوع الثاني 

Algorithms for Fredholm and Volterra 

Integral Equation of the second kind  

 



 

 

 

 

فريدهولم وفولتيرا التكاملية من النوع  تيالحل لمعادل خوارزميات -الرابع: الباب 

 الثاني

 هقذهت 4-1

 الحل العذدي لوعادلت فريذهولن التكاهليت  4-2

 الحل العذدي باستخذام طريقت النواة القابلت للفصل 4-2-1   

 الحل العذدي باستخذام طريقت نيستروم 4-2-2   

 تحليل الخطأ لوعادلت فريذهولن التكاهليت  4-3

 الحل العذدي لوعادلت فولتيرا التكاهليت 4-4

 شبه الونحرف قاعذة الحل العذدي باستخذام طريقت 4-4-1   

 كوتا -الحل العذدي باستخذام طريقت رانج  4-4-2   
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 مقدمة 1 – 4

الخوارزمٌات للوصول إلى حلول تقرٌبٌة للمسائل تخدام تقوم الطرق العددٌة كما نعلم باس

 .مقدار الخطاء لكل طرٌقةالرٌاضٌة وتقٌم 

لمعادلة فرٌدهولم وفولتٌرا ٌجاد الحل التقرٌبً طبٌق الطرق العددٌة لإتبً هذا الباب سوف نقوم ف

 التكاملٌة.

لقد تم استعرض الطرق العددٌة فً الباب الثالث، علٌه سوف نقوم بإٌجاد الحل العددي لبعض 

 عددٌاً ومقارنتها بالحل التحلٌلً. الأمثلة

 وطرٌقة ،لملمعادلة فرٌدهوالطرق العددٌة تتضمن طرٌقة النواة القابلة للفصل وطرٌقة نٌستروم 

، علٌه سوف نقوم باستخدام لمعادلة فولتٌرا كوتا -شبه المنحرف وطرٌقة رانج  قاعدة

وذلك  )لغة ماتلاب(بإحد لغات البرمجة المتاحة  هاتنفٌذ ثمو لكل طرٌقة الخوارزمٌات المناسبة

 .  لعدد من النقاط حلول الصحٌحة والحلول التقرٌبٌة ابات ومقارنة الالحس لأجراء

 انحم انعذدي نًعادنت فريذهونى انتكايهيت 2 - 4

  1 – 4يثال 

 من النوع الثانً التكاملٌة رٌدهولمفمعادلة 

 ( )   
 

 
   ( )  

 

 
∫    (   )

 
 

 

 ( )                                                        (   ) 

 :نعبارة ع (4.4الحل الصحٌح للمعادلة )

 ( )       
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 انحم انعذدي باستخذاو طريقت اننواة انقابهت نهفصم  1 - 2 - 4

(Numerical solution by using kernel degenerate method) 

 باستخدام متسلسلة تاٌلور.  وبالنسبة للمتغٌر  ،(   ) بداٌة نعمل على امتداد النواة 

      (     )  ∑
(   ) 

  

  

   

 

   

 (     )                                                         (   ) 

كتابتها كمجموع  إعادةالنواة ٌمكن  ،بهذا الامتداد ،عدد حدود سلسلة تاٌلور تعبر عن  بحٌث 

 .  لوالثانٌة بالنسبة  ،  ل دالتٌن منفصلتٌن، واحدة بالنسبة

  (   )  ∑   ( )  ( )

   

   

                                              (   ) 

 حٌث

    ( )  (
 

  
)

    

     
 (   )                                  (   ) 

 و

    ( )  (   )                                                (   ) 

 بالشكل التالً ،  و  ،   علٌه ٌمكننا حساب القٌم 

    ∫   ( )  ( )                ∫   ( ) ( )                                     (   )
 

 

 

 

 

 نتحصل  ،( والعلاقة السابقة2-2-4)باستخدام العلاقات الموجودة 

    ∑                             

 

   

                                                          (   ) 
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 فً شكل مصفوفة نتحصل علً  اتثم نضع هذه العلاق

 [  ]     

 حٌث

       

 تعبر عن مصفوفة الوحدة   بحٌث 

  [   ]                          

  [  ]                   

 والمصفوفة 

[  ]       

  بٌعطً    الحل 

  ( )   ( )   ∑       ( )

   

   

                                       (   ) 

 .Matlabباستخدام  طريقة النواة المنفصلةالخوارزمٌة التالٌة توضح 

  1 - 4خوارزييت 

 (   )  ( )       أدخال           -4

  حدود سلسلة تاٌلور أدخال عدد  -2

   لبالنسبة  (   ) أحسب امتداد تاٌلور للنواة  -3

      (     )  ∑
(   ) 

  

  

   

 

   

 (     )                            (   ) 
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          حٌث  ( )  و  ( )  أوجد   من 

∫    أحسب  -4   ( )  ( )  
 

 
            حٌث  

∫   أحسب  -5   ( ) ( )  
 

 
          حٌث  

 أحسب المصفوفة  -6

  |

                                                       

                                                     

                                                                   
                                                          

|  

   للمصفوفة ( ) أحسب المحدد  -7

( ) إذا كان  -8  42أذهب الً الخطوة    

( ) إذا كان  -9 فإن المنظومة عندها عدد من الحلول غٌر منتهً، أذهب الً    

 45الخطوة 

 45، أذهب ال الخطوة           المنظومة لها حل وحٌد  -40

 45، أذهب الً الخطوة     إذا كان  -44

( ) إذا كان  -42 ، أذهب الً الخطوة فإن المنظومة عندها عدد لانهائً من الحلول   

             لها حل وحٌد  ة، المنظوم45

( ) إذا كان  -43  45ب الً الخطوة هالمنظومة لٌس لها حل حقٌقً، أذ   

[  ]حل المنظومة ٌكون  -44  [   ]
  [  ]

  

 علٌه 

  ( )   ( )   ∑    ( )

 

   

 

 [25]. النهاٌة -15
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(   ) لمعادلة التكاملٌة لالنواة  على (4 – 4)خوارزمٌة  بتطبٌق ٌمكن  (   )    

 حدود. 5 لامتدادها باستخدام سلسلة تاٌلور  علىعمل ال

      (   (   )    )   

   ( )      ( )  
  

 
   ( )  

  

 
   ( )  

  

  
   ( )            (    ) 

 ٌعنً 

  ( )     ( )  

  ( )     ( ) 

  ( )  
  

 
   ( )                                                                                                              (    ) 

  ( )  
  

 
   ( ) 

  ( )  
 

  
   ( ) 

 و

  ( )      ( )         ( )          ( )          ( )                        (    ) 

 وبرنامج الماتلاب أعطً النتائج التالٌة

 المصفوفة

   

1.0000   1.0000   -0.5000   -0.1667   0.0417 

0.5708   1.0000   -0.2854   -0.1667   0.0238 

0.4674   1.1416   -0.2337   -0.1903   0.0195 

0.4510   1.4022   -0.2255   -0.2337   -0.1895 

0.4793   1.8040   -0.2396   -0.3007   0.0200 
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 المصفوفة

        

-0.2732   -1.2732   0.6366   0.2122   -0.0531 

-0.7268   -0.2732   0.3634   0.222   -0.0303 

-0.5951   -1.4535   1.2976   0.2423   -0.0248 

-0.5742   -0.7853   0.2871   1.2976   0.2413 

-0.6102   -2.2970   03051   0.3828   0.9746 

 المصفوفة 

[  ]        

0.8752 

0.9251 

1.0775 

0.8782 

1.7330 

 علٌه

  (  )  
  

 
   (  )  

 

 
[  ][  (  )]                                         (    ) 

 بحٌث

        
(   )

   
                                           (    ) 
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 ،   ٌبٌن الحل الصحٌح والحل العددي عندما كان حدود سلسلة تاٌلور  (4 - 4)الجدول 

 وكذلك ٌبٌن الخطأ الناتج لهذه الطرٌقة العددٌة.

 (4.4للمعادلة ) 4 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة  (:1 – 4الجدول )

 

  

 التحليليالحل 

      ( ) 

 الحل التقريبي

   

 لخطأا

  |     | 

0 0.000000 -0.116300 0.116300 

0.4 0.389418 0.279000 0.110418 

0.8 0.717356 0.630232 0.087124 

1.2 0.932039 0.882007 0.050032 

1.6 0.999574 0.994379 0.005194 
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(4.4للمعادلة ) 4 - 4والعددي باستخدام خوارزمٌة الحل الصحٌح  (:1 – 4ل )شكال  
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 (1.4( للمعادلة )1 – 4نتائج الخطأ باستخذام الخوارزمية ) (2 – 4انشكم )
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 انحم انعذدي باستخذاو طريقت نيستروو 2 - 2 - 4

(The Numerical solution by using Nystrӧm method) 

 التالٌة لمعادلة التكاملٌةالعددي  لأٌجاد الحل

 ( )    

 
   ( )   

 
∫    (   ) ( )  

 
 

 
    

  ) الدالةكذلك و (   )   ان نعرف النواة اولاً باستخدام طرٌقة نٌستروم ٌجب 

 
   ( )) 

∫ٌمكننا تقرٌب التكامل  تقرٌبً،ٌجب ان نعرف بأنه  ،كذلك ،ٌجب ان تكون مستمرة  ( )  
 

 
 

∑   طرٌقة التربٌعٌةال باستخدام    (  )   
 
معادلة        ل ،التقرٌب بواسطة هذا .   

 فرٌدهولم التكاملٌة تصبح

 ( )   ( )   ∫ (   )
 

 ( )                                   (    )  

 هذه الصٌغة ٌمكن اختزالها لتصبح 

  ( )   ∑    (    )

 

   

  (  )   ( )                                (    ) 

 .(45.4للمعادلة ) ( ) ٌكون حل تقرٌبً للحل الصحٌح  ( )  بحٌث 

  ما تم تحدٌد  إذا( ٌمكن الحصول علٌه 46.4الحل لمعادلة )
و           بحٌث   الً    

 ( ٌمكن اختزالها الً مجموعة من المعادلات 46.4)المعادلة  ،بهذه الطرٌقة .      

  (  )   ∑   (     )

 

   

  (  )   (  )                                                      (    ) 

 علً النحو( شكل مصفوفة 47.4ن كتابة المعادلة )ٌمككما 
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                              (     )                        (    ) 

 بحٌث

  [  (  )]
        [ (  )]

        [ (     )] 

      (           ) 

 التالًللتقرٌب التكامل، ٌتم تطبٌق ذلك بالشكل  شبه المنحرفقاعدة من المفٌد باستخدام طرٌقة 

∫  (   )   ∑   (     )    

 

   
   

 

 

                                                                (    ) 

تعتمد   بحٌث ،  القطرٌة تساوي هذه المصفوفة عناصر وهً المصفوفة القطرٌة   بحٌث 

  بحٌث   عدد التقرٌبات  علىعتمد توكذلك  ،[   ]القٌم الحدٌة للقترة  على
   

 
.  

  والتقرٌبات ،            ، بحٌث (     )  علىتحتوي   عناصر المصفوفة 
   

 .    و           ، بحٌث   (   )     ٌمكن الحصول علٌها 

  Matlabباستخدام برنامج  طريقة نيسترومالخوارزمٌة التالٌة تبٌن 

 2 – 4خوارزييت 

 (   )  ( )         أدخل 

  
   

 
                         

                 

               

     (   )          
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    (  )             

                      

   المصفوفة القطرٌة            

             

     (     ) 

                       

                      

 المصفوفة الوحدة     

          

              ل       الإجابة

 [     ]عند  ( )  استكمالٌهمتعددة الحدود 

كذلك ٌبٌن الخطأ الناتج      ( ٌبٌن الحل الصحٌح وكذلك الحل التقرٌبً عند 2 - 4الجدول )

 باستخدام هذه الطرٌقة العددٌة.
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 (4.4للمعادلة ) 2 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة  (:2 - 4الجدول )

 الحل التحلٌلً  
      ( ) 

 الحل التقرٌبً
   

 الخطأ
  |     | 

0.000000 0.0000000000000000 0.0314700000000000 0.0314700000000000 

0.031400 0.0313948403970313 0.0627745028482724 0.0313796624512410 

0.062800 0.0627587292804297 0.0940402606996792 0.0312815314192495 

0.094200 0.0940607456510093 0.1252314396606800 0.0311706940096711 

0.125600 0.1252700295083950 0.1563128646998360 0.0310428351914411 

0.157000 0.1563558122752480 0.1872500196478060 0.0308942073725584 

0.188400 0.1872874471313600 0.2180090471973520 0.0307216000659918 

0.219800 0.2180344392277120 0.2485567489033350 0.0305223096756229 

0.251200 0.2485664757507000 0.2788605851827160 0.0302941094320162 

0.282600 0.2788534558069050 0.3088886753145570 0.0300352195076518 

0.314000 0.3088655200989320 0.3386097974400200 0.0297442773410877 

0.345400 0.3385730803630620 0.3679933885623670 0.0294203081993056 

0.376800 0.3679468485397000 0.3970095445469630 0.0290626960072631 

0.408200 0.3969578656478570 0.4256290201212680 0.0286711544734110 

0.439600 0.4255775303352060 0.4538232288748480 0.0282456985396424 

0.471000 0.4537776270755450 0.4815642432593650 0.0277866161838204 

0.502400 0.4815303539859020 0.5088247945885850 0.0272944406026831 

0.533800 0.5088083502358190 0.5355782730383710 0.0267699228025519 

0.565200 0.5355847230218260 0.5617987276466880 0.0262140046248625 

0.596600 0.5618330740804860 0.5874608663136020 0.0256277922331164 

0.628000 0.5875275257138920 0.6125400558012770 0.0250125300873856 

0.659400 0.6126427463019450 0.6370123217339810 0.0243695754320358 

0.690800 0.6371539752762650 0.6608543485980780 0.0237003733218129 

0.722200 0.6610370475311160 0.6840434797420360 0.0230064322109196 

0.753600 0.6842684172472760 0.7065577173764210 0.0222893001291444 

0.785000 0.7068251811053660 0.7283757225739000 0.0215505414685341 

0.816400 0.7286851008657490 0.7494768152692410 0.0207917144034918 

0.847800 0.7498266252927480 0.7698409742593120 0.0200143489665637 

0.879200 0.7702289114015530 0.7894488372030810 0.0192199258015285 

0.910600 0.7898718450068800 0.8082817006216160 0.0184098556147365 

0.942000 0.8087360605531300 0.8263215198980870 0.0175854593449569 

0.973400 0.8268029602064790 0.8435509092777620 0.0167479490712835 

1.004800 0.8440547321900900 0.8599531418680110 0.0158984096779210 

1.036200 0.8604743683443750 0.8755121496383040 0.0150377812939287 

1.067600 0.8760456808949790 0.8902125234202110 0.0141668425252317 

1.099000 0.8907533184119660 0.9040395129074030 0.0132861944954363 

1.130400 0.9045827809444730 0.9169790266556490 0.0123962457111764 

1.161800 0.9175204343159050 0.9290176320828230 0.0114971977669175 

1.193200 0.9295535235655870 0.9401425554688940 0.0105890319033071 
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1.224600 0.9406701855236070 0.9503416819559350 0.0096714964323285 

1.256000 0.9508594605064700 0.9596035555481190 0.0087440950416491 

1.287400 0.9601113031220170 0.9679173791117170 0.0078060759897002 

1.318800 0.9684165921729680 0.9752730143751030 0.0068564222021349 

1.350200 0.9757671396493190 0.9816609819287500 0.0058938422794317 

1.381600 0.9821556988007240 0.9870724612252310 0.0049167624245071 

1.413000 0.9875759712809230 0.9914992905792210 0.0039233192982981 

1.444400 0.9920226133571400 0.9949339671674920 0.0029113538103520 

1.475800 0.9954912411783650 0.9973696470289220 0.0018784058505561 

1.507200 0.9979784350972940 0.9988001450644820 0.0008217099671876 

1.538600 0.9994817430416920 0.9992199350372500 0.0002618080044419 
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 (4.4للمعادلة ) 2 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة  (:3 – 4ل )شكال
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 (1.4( للمعادلة )2 – 4نتائج الخطأ باستخذام الخوارزمية ) (4 – 4انشكم )

  



 الحل العددي للمعادلة فرٌدهولم وفولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً -الباب الرابع: 
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 [35]. ، [34]ستروو تحهيم انخطأ في طريقت ني 3 - 4

(The error analysis of the Nystrӧm method)  

 شبه المنحرف لإذا اعتبرنا طرٌقة التكامل العددٌة 

∫  ( )    ∑  

 

   

 

 

 (  )                                                             (    ) 

      ب

 
 .         عندما             و    

∑الترمٌز   ) فً ٌعنً إن الحد الأول والأخٌر ٌضرب    

 
لإٌجاد  .قبل إجراء عملٌة الجمع (

  .الخطأ

∫  ( )    ∑   (  )    
  (   )

  
  (  )         [   ]         

 

   

 

 

     (    ) 

 اٌضاً توجد صٌغة خطأ تقرٌبٌة  .[   ]نقطة تقع فً الفترة    حٌث 

∫  ( )    ∑   (  )    
  

  
[  ( )    ( )]   (  )         [   ] 

 

   

 

 

      (    ) 

 على المعادلات التكاملٌة ذلك عندما ٌتم تطبٌق

 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )                                        (    )
 

 

 

 نحصل على منظومة خطٌة تقرٌبٌة 

  (  )   (  )    ∑   (     )  (  ) 

 

   

                                 (    ) 

       بحٌث رتبتها    
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 بصٌغة استكمال نٌستروم تعطً 

  ( )   ( )    ∑   (    )  (  )             

 

   

                            (    ) 

 سرعة تقارب الحل ٌعتمد على خطأ التكامل العددي و

(    ) ( )    
  (   )

  
*
   (   ) ( )

   +
    ( )

                             (    ) 

( )  بحٌث   ( خطأ التكامل التقدٌري ٌكون:22.4من المعادلة ) .[   ] 

(    ) ( )    
  

  
*
  (   ) ( )

  
+
   

   

  (  )                                              (    ) 

 ( ) (   ) ، بحٌث  (  ) نجد إن طرٌقة نٌستروم تتقارب برتبة  ،(26.4من المعادلة )

  . ومتجانسة فً المتغٌر  ، مستمرة وقابلة للاشتقاق الثانً بالنسبة للمتغٌر 

نتائج مقبولة حٌث كانت  علىنتحصل ( 2 - 4)اظهرت النتائج انه باستخدام تطبٌق الخوارزمٌة 

 .(  )        قٌمة القصوى للحد المطلق ال
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  انحم انعذدي نًعادنت فونتيرا انتكايهيت 4 - 4

 2 - 4يثال 

 معادلة التكاملٌة لفولتٌرا من النوع الثانًال

 ( )          ∫ (   ) ( )                                          (    )
 

 

 

 التً حلها الصحٌح عبارة عن

 ( )      

 شبه انًنحرف قاعذة انحم انعذدي باستخذاو طريقت  1 - 4 - 4

(Numerical solution by using method Trapezoidal rule) 

  Matlab برنامجباستخدام  طريقة قاعدة شبه المنحرفتبٌن التالٌة الحل خوارزمٌة 

 3 – 4خوارزييت 

 [   ]الكلٌة  ةمن الفتر  أدخال عدد الفترات الجزئٌة  -4

 [   ]أدخال حدود الفترة :    

 Matlab فً برنامج ( )  تعبر عندالة      : 

  (   ) دالة تعبر عن       :

 .(       )حلقة دوران حسابٌة  -2

(   )  أحسب طول الخطوة  -3

 
 

 التً سوف ٌتم عندها حساب الحل  أحسب نقاط المتغٌر  -4

          (       ) 
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 ( )           أحسب متجه الدالة   -5

 (( )    )           ضع متجه الحل بداٌة ٌساوي  -6

( )     ضع متجه الحل عند القٌمة  -7       ( ) 

      أحسب من  -8

(   )       التقدٌر الاولً لعملٌة التكرار        ( ) 

                   ( (   )  (     ))       (     ) 

                                                                                 

 طبق طرٌقة شبه المنحرف لأٌجاد الحل 

        ضع     -9

التً عندها ٌتم الحساب الحل   ونقاط الشبكة للمتغٌر  .( ) الناتج الحل العددي  -40

 التقرٌبً.

( فولتٌرا التكاملٌة من النوع 28.4لمعادلة )الحل  إٌجادٌمكن  3 - 4استخدام الخوارزمٌة بعلٌه 

( بحٌث كان عدد النقاط 3 – 4ً الجدول )فبحٌث تم استعراض النتائج العددٌة والحقٌقٌة  ،الثانً

 وكذلك ادراج قٌمة الخطأ.     
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 (28.4للمعادلة ) 3 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة (: 3 - 4)جدول 

 الحل التحليلي  

 ( )      

 الحل التقريبي

  ( ) 
 الخطأ

  |    | 
0.000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+00 

0.050000 0.052563555 0.052482502 8.10531E-05 

0.100000 0.110517092 0.110365618 1.51474E-04 

0.150000 0.174275136 0.174156634 1.18502E-04 

0.200000 0.244280552 0.244240128 4.04236E-05 

0.250000 0.321006354 0.321047873 4.15186E-05 

0.300000 0.404957642 0.405058838 1.01196E-04 

0.350000 0.496673642 0.496799189 1.25547E-04 

0.400000 0.596729879 0.596842288 1.12409E-04 

0.450000 0.705740483 0.705808692 6.82083E-05 

0.500000 0.824360635 0.824366154 5.51865E-06 

0.550000 0.953289160 0.953229624 5.95356E-05 

0.600000 1.093271280 1.093161248 1.10032E-04 

0.650000 1.245101539 1.244970367 1.31172E-04 

0.700000 1.409626895 1.409513518 1.13377E-04 

0.750000 1.587750012 1.587694435 5.55772E-05 

0.800000 1.780432743 1.780464048 3.13052E-05 

0.850000 1.988699824 1.988820482 1.20658E-04 

0.900000 2.213642800 2.213809058 1.66258E-04 

0.950000 2.456424176 2.456522294 9.81179E-05 

1.000000 2.718281828 2.718099904 1.81924E-04 
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 (..28للمعادلة ) 3 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة  (:5 – 4ل )شكال
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 (4..2( للمعادلة )3 – 4نتائج الخطأ باستخذام الخوارزمية ) (6 – 4انشكم )

  



 الحل العددي للمعادلة فرٌدهولم وفولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً -الباب الرابع: 
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 كوتا  -انحم انعذدي باستخذاو طريقت رانج  2 - 4 - 4

(The Numerical solution by using Runge - Kutta method) 

لإٌجاد الحل العددي  كوتا من الدرجة الرابعة -رانج طريقة خوارزمٌة التالٌة تبٌن استخدام ال

 .Matlabباستخدام برنامج 

 4 – 4خوارزييت 

 ( ) ، (   )  ، نواة  الثابت ،   ، وحدود الفترة  أدخال طول الفترة  -4

 المخرجات  -2

 الذي ٌتم حساب قٌم الحل التقرٌبً عنده.  نقاط المتغٌر  - أ

 . الصحٌح عند نقاط المتغٌر قٌم الحل  ( )  - ب

 تحدٌد الاوزان -3

      [           ] 

  

[
 
 
 

                  
                
                   

 

 
        

 

 
        

 

 
        

 

 ]
 
 
 

 

  ، طول الخطوة [   ]علً الفترة   المتغٌر  -4

 عدد النقاط الداخلٌة تساوي  -5

(      (     )   )    

 متجه النقاط العقدٌة والنقاط الداخلٌة   -6

  أدخال القٌم العقدٌة للمتغٌر  -7

                 (     ) 

                   (    (   ))       ( ) 
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   أدخال النقاط الداخلٌة للمتغٌر  -8

                 (     )    

                       

        (    (   )     )   (    (   ))         ( )  

             

     

  متجه قٌم الحل بنفس طول  ( ) دع  -9

    ضع رتبة الطرٌقة  -40

  تًالاثم نقوم بالحسابات حسب  -44

                       

 ( )   ( ( ))                  

     (   )                      

       ( )                        
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                      ‖    ‖    ‖     

               

             

                                        (        ) 

                  ( ) 

 كوتا  -طبق صٌغة رانج  -42

        ( )   ( )     (   )        ( ( )  (     (   )))                

  (     (   )) 

           

       

    

        

                 (              ) 
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                (     ( )        ) 

                 ( ) 

 كوتا -طبق صٌغة رانج  -43

 ( )   ( )     (   )        ( ( )  (     (   )))   (     (   )) 

         

       

    

 القٌم العقدٌة علىنتحصل  -44

         ( )                         

                 (     )                              

 ( )   (    (   ))                        

                                                                                

كما ٌبٌن أٌضا قٌمة        ( ٌبٌن النتائج العددٌة والصحٌحة بطول الخطوة 4 - 4الجدول )

 .الخطأ
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 (.28.4للمعادلة ) 4 - 4خوارزمٌة  باستخداموالعددي  لصحٌحالحل ا(: 4 - 4الجدول )

 الحل التحليلي  

 ( )      

 الحل التقريبي

  ( ) 

 الخطأ

  |    | 

0.000000 0.0000000000000000 0.0000895353000000 0.0000895353000000 

0.050000 0.0525635548188012 0.0524333664875000 0.0001301883313012 

0.100000 0.1105170918075650 0.1103406243000000 0.0001764675075648 

0.150000 0.1742751364092420 0.1741493689875000 0.0001257674217424 

0.200000 0.2442805516320340 0.2442448793000000 0.0000356723320340 

0.250000 0.3210063541719350 0.3210596524875000 0.0000532983155647 

0.300000 0.4049576422728010 0.4050734043000000 0.0001157620271991 

0.350000 0.4966736420076400 0.4968130689875000 0.0001394269798600 

0.400000 0.5967298790565080 0.5968527993000000 0.0001229202434919 

0.450000 0.7057404834705760 0.7058139664875000 0.0000734830169240 

0.500000 0.8243606353500640 0.8243651603000000 0.0000045249499359 

0.550000 0.9532891598270680 0.9532221889875000 0.0000669708395674 

0.600000 1.0932712802343100 1.0931480793000000 0.0001232009343051 

0.650000 1.2451015388590300 1.2449530764875000 0.0001484623715324 

0.700000 1.4096268952293300 1.4094946443000000 0.0001322509293338 

0.750000 1.5877500124595100 1.5876774649875000 0.0000725474720060 

0.800000 1.7804327427939700 1.7804534393000000 0.0000206965060259 

0.850000 1.9886998241370900 1.9888216864875000 0.0001218623504078 

0.900000 2.2136428000412600 2.2138285443000000 0.0001857442587450 

0.950000 2.4564241763500500 2.4565675689875000 0.0001433926374466 

1.000000 2.7182818284590500 2.7181795353000000 0.0001022931590451 

 

 الرابعة  الدرجةكوتا من  -هذه النتائج تبٌن دقة طرٌقة رانج 
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 (..28للمعادلة ) 4 - 4الحل الصحٌح والعددي باستخدام خوارزمٌة  (:7 – 4ل )شكال

  



 الحل العددي للمعادلة فرٌدهولم وفولتٌرا التكاملٌة من النوع الثانً -الباب الرابع: 

 

 

409  

 

 

 (4..2( للمعادلة )4 – 4نتائج الخطأ باستخذام الخوارزمية ) (8 – 4انشكم )



 

 

 

 

 

 

 الخاتمة

Conclusion 
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 الخاتمة

 

  حسب دراسة مفاهيم المعادلات التكاملية وتصنيفها  اليفي هذا البحث تم التطرق

 الطرق التحليليةتطبيق بعض ووعلاقتها بالمعادلات التفاضلية،  نوع النواة

بعض تم دراسة كذلك و وجود الحل والوحدانية اتثبتم إولإيجاد الحل الصحيح 

 أحدحل المعادلات التكاملية باستخدام ل ،لإيجاد الحلول التقريبية الطرق العددية

 . التكاملية تتحليل الخطأ للمعادلا لغات البرمجة، كما تطرقنا الي

  الاتيمن هذه الدراسة نستنتج: 

  انتكامهيت نه اهميت في انعديد من انتطبيقاث انعهميت.حهول انمعادلاث 

 .يعتمد حم انمعادلاث انتكامهيت عهي نوعيت اننواة 

 ت وجود ووحدانية الحل.تالطرق التحليلية اثب 

   .يمكن تطبيق معظم الطرق العددية لايجاد الحل لهذه المعادلات 

  التحليلية.النتائج العددية التقريبية أظهرت دقتها وقربها من النتائج 

  حل المعادلة التكاملية الشاذةتمكن في أهم الصعوبات.  

 لأهمية التكاملية، وذلك تالاستقرار العددي للمعادلاموضوع دراسة ب نوصي 

 هذا الموضوع.

 



 

 

 

 

 

 

 مصطلحات

Terminologies 
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 قائمة المصطلحات العلمية

 

Linear independence                                                                 ًالاسخقلال انخط 

Singular                                                                   انشارة                                  

 Uniform dependence                                                                      اسحباط يُخظى

 Interpolation                                                 الاسخكًال                                      

                                                                                 Parameter )انًخغٍش(انباسويخش

                                                                 Orthogonal Projectionانخقذٌش انخعايذي 

                                                                                 Linear systemانُظاو انخطً 

                                                                Expansionايخذاد                                  

                                                                                               Reductionاخخضال 

                                                                   Regular Approximateخقاسب انًُخظىان

Analytical Solution                                                                      حم ححهٍهً        ان

Numerical Solution حم انعذدي                                         ان                                  

Approximate Solution                                                                    انخقشٌبًانحم  

                                                                     Continuous solutionحم انًسخًش ان

                                                                             Exact Solutionحم انًضبىطان

                                                                                Unique solutionحم وحٍذ ان
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                                            Infinite solution                        ً          حم لاَهائان

 Eigen Valuesانقٍى انزاحٍت                                                                                   

 Eigen Functionsانذوال انزاحٍت                                                                            

One-dimensional                                                                                  بعذ واحذ 

                                                                                                  Constantابجث

 terms                                                                                  Intervalحذود انفخشة 

Linear                                                                                                     خطٍت 

Mixed Linear                             خطٍت يخخهطت                                                     

                                                     Algorithmخىاسصيٍت                                    

Function unknown                          دانت يجهىنت                                                

                                                    Integral functionدانت حكايهٍت                           

                                                                                                    Degreeدسجت 

                                                                                                        Rankسحبت 

 Commutative                                                                                 بذانٍتإصيشة 

                                                                                  Power seriesسهسهت انقىي 

                                                                                  Taylor seriesسهسهت حاٌهىس 

                                   Adomian Decomposition Methodطشٌقت انخحهٍم لأدويٍاٌ
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 Iteration Method                                          Variationalشاسي طشٌقت انخغاٌش انخك

                        Converting VIE To IVPانحم بانخحىٌم إنى يسأنت قًٍت الابخذائٍتطشٌقت 

                                                       Improved Euler methodطشٌقت أوٌهش انًعذنت 

 length                                 طىل                                                                     

                                                                     Recurrence Relationعلاقت انخكشاس 

Non - linear                                                              انخطٍت                        غٍش 

Non - Singular                 غٍش انشارة                                                                 

                                                                            Non - Continuousغٍش يخصهت 

Vector Space                                                                                فضاء انًخجه 

 linear Space                                                                            فضاء خطً      

Completely Space                                         فضاء انخاو                                   

Standard Space                                                                          فضاء انًعٍاسي 

Inner Product Space                                                          ًفضاء انضشب انذاخه 

Hilbert Space                                               فضاء هٍهبشث                                 

 Intervalفخشة                                                                                                     

                                                                                                      Spaceفشاغ

                                                              Differentiableقابهت نلاشخقاق                
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                                                                                         Extremaقٍى قصىي 

                                                                                        Continuousيخصهت 

                                                                                    Convergentيخقاسبت     

 Divergent                                                                                      يخباعذة    

Independence                                                                                        يسخقهت 

Dependent                                                                                            يشحبطت 

                                                                 Variableيخغٍش                                

                                                                       Systemيُظىيت                         

Matrix                                                                                                يصفىفت 

 Identity matrix                                                                           يصفىفت انىحذة

                                                                       Diagonal matrixيصفىفت انقطشٌت 

                                                                Determinant       يحذد                      

                                                                                                Modulusٍاس يع

      

Fundamental Sequence                                                                يخخابعت أساسٍت 

Cauchy Sequence                                                                         ًيخخابعت كىش 

                                                              Hamereshten Equationيعادنت هايشٌشخٍٍ

                                                                        Urysohn Equationيعادنت ٌىسشٍ
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  Homogeneous Equation                                   يعادنت يخجاَست                       

                                             Non - Homogeneous Equationيعادنت غٍش يخجاَست

                                                                  Differential Equationيعادنت حفاضهٍت 

                                                         Wenar-Hoefe Equationهىٌف - يعادنت وٌُش

                                                                           Renoal Equationيعادنت سٌُىال

                                                                           Cauchy Equationيعادنت كىشً

                                                                                  Abel Equationيعادنت آبم

           

                                      Volterra – Fredholm Equationفىنخٍشا  -ذهىنى يعادنت فشٌ

                                      Fredholm - Volterra Equationفشٌذهىنى  –يعادنت فىنخٍشا 

                                                         Initial Value Problemقًٍت الابخذائٍت انيسأنت 

                                                      Boundary Value Problemقًٍت انحذٌت انيسأنت 

                                                                                               Boundedيحذودة

 Linear Integral Operatorيؤثش انخكايهً انخطً                                                    

                                                 Completely Integral Operatorيؤثش انخكايهً انخاو

                                           Completely Continuous Operatorيؤثش انًخصم انخاو

                                                                       Geometric Seriesيخسهسهت هُذسٍت 

 Cauchy Schfartz Inequality                شفاسحض                              -يخباٌُت كىشً 
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                                                                                    Polynomialيخعذدة انحذود

                                                                        Fourier coefficientيعايم فىسٌش 

                                                                          Orthogonal setيجًىعت يخعايذة 

                                                                         Integral operatorيعايم انخكايهً 

                                                                                                        Kernelَىاة

                                                                                  Cauchy Kernelَىاة كىشً

                                                                       Logarithm Kernelَىاة نىغاسٌثًٍت

                                                                                         Abel Kernelَىاة أٌبم

                                                                             Karliman Kernelَىاة كاسنًاٌ

                                                                          Symmetric Kernelَىاة انًخًاثهت

                                                        Skew Symmetric Kernel انخًاثمَىاة يهخىٌت 

                                                      Hilbert – Schmidt Kernelشًٍج -َىاة هٍهبشث

                                                                          Difference Kernelَىاة انفشاقٍت 

                                                                                   Nodes pointsَقاط انعقذٌت 

             Existence of solution           وجىد انحم                                                

                                          Uniqueness of solutionوحذاٍَت انحم                        
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 (أالملحق )

 مبرهنة

∫∫  ∫ ∫  (  )               
 

(   ) 
∫(   )    ( )  

 

 

  

 

  

 

  

 

 

 

 

 البرهان

 تحت علامة التكامل كالآتً: ( نعرف أولاً التفاضل5.1)المتطابقة علاقة لإثبات صحة 

 
 

  
∫  

 ( )

 ( )

(   )   

   ∫
  (   )

  

 ( )

 ( )

   [ (   ( ))]
  ( )

  
 [ (   ( ))]

    (  ) 

  
 (أ  ) 

 ثم نفرض التكامل 

  ( )  ∫(   )
    ( )  

 

 

 (أ  )                            

 ثابت.  موجب و عدد صحٌح   حٌث

 نتبع الآتً  لبالتفاضل بالنسبة 

   ( )

  
 (   )∫(   )    ( )         

 

 

 

 وعلٌه نحصل على العلاقة التكرارٌة التالٌة:

   ( )

  
 (أ  )                                                                   (   ) 

 ( مرة أخري نجد أن 3أ.بتفاضل المعادلة )
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  (أ  )                                                           (   )(   ) 

 من المرات نحصل علً:    بتكرار التفاضل إلى 

      
     

 (   )(   )(   ) (  (   ))   (   )  (   )    

 وعلٌه نجد أن 

    
   

 (   ) 
   
  
 (أ  )                                 

 ( فنحصل علً:2.أفً المعادلة )    نضع 

  ( )  (أ  )                                                            ( ) ∫ 

 

 

 

 نجد أن   ل( بالنسبة 6)أ.بتفاضل المعادلة 

   ( )

  
  ( )

  

  
 (أ  )                                                                ( )  

 ( نحصل عل5ًأ.( فً )7.أالمعادلة )بالتعوٌض من 

    
   

 (أ 𝟖)                                                                   ( )  (   ) 

 نحاول الآن أخذ الطرٌق العكسً وهً التكامل.

 ( فنحصل علً  8أ.فً المعادلة )        نضع

   
  

 (أ 𝟗)                                                                                 ( )  

 (:9أ.بتكامل العلاقة )
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  ( )  ∫ (  )

 

 

    

 (8أ.فً معادلة )    ثم نضع 

    
   

    ( ) 

 بتكامل العلاقة الأخٌرة:

   
  
 ∫ (  )

 

 

    

  ( )  ∫∫  (  )      

  

 

 

 

 

( وبالتكامل نحصل على  8أ.المعادلة )فً  ثم نضع       

  ( )    ∫∫ ∫  (  )      

  

 

  

 

 

 

    

 من التكاملات نحصل علً:  ( 8أ.وعلٌه بتكامل العلاقة )

  ( )    ∫∫ ∫ ∫  (  )            

  

 

  

 

  

 

 

 

 

   (   ) ∫∫  ∫ ∫ (أ 𝟏 )                                                  (  ) 

  

 

  

 

  

 

 

 

 

 (.1.5)على المتطابقة المطلوبة  ل( نحص11.أ( و)2)أ.من خلال المعادلات السابقة 
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 (بملحق )ال

 لمعادلة فريدهولم التكاملية نظرية وجود ووحدانية الحل  أثبات 

 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )  
 

 

 

 نبرهن علً وجود الحل باستخدام طرٌقة التقرٌب المتتالً: اولا 

 النحو: على ( ) لٌكن التقرٌب من الرتبة صفر للدالة 

  ( )  (ب  )                                                                  ( )  

التقرٌب من  على( نحصل 2.1( فً معادلة )1بالتعوٌض فً الطرف الأٌمن بالمعادلة )ب.

  الصورة: على ( ) الرتبة الأولً للدالة 

  ( )   ( )   ∫  (   )  ( )  
 

 

 (ب  )                                                  

 العلاقة التالٌة: علىمن المرات نحصل  (   )بإعادة تكرار هذه العملٌة 

    ( )   ( )   ∫  (ب  )                                                               ( )  (   ) 
 

 

 

 على( بصورة مفصلة نأخذ التقرٌب من الرتبة الاولً 3فً المعادلة )ب. عملٌة التكرار ولإجراء

 الصورة:

  ( )   ( )   ∫  (   ) ( )  
 

 

 (ب  )                                                        

 النحو: علىاما التقرٌب من الرتبة الثانٌة فٌكون 
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  ( )   ( )   ∫  (   ) ( )     ∫  (   )
 

 

[∫  (   ) ( )  
 

 

]   
 

 

 (ب  )    

 ( نضع5ب.لتبسٌط المعادلة )

  (   )  ∫ (ب  )                                                       (   )  (   ) 
 

 

 

 :فٌصبح التقرٌب من الرتبة الثانٌة على الصورة

  ( )   ( )   ∫  (   ) ( )     ∫ (ب  )                          ( ) (   )  
 

 

 

 

 

 وبالمثل نستطٌع الحصول على التقرٌب من الرتبة الثالثة على الشكل:

  ( )   ( )   ∫  (   ) ( )     ∫   (   ) ( )  
 

 

 

 

   ∫ (ب 𝟖)   ( ) (   )  
 

 

 

 الصورة: (   )  حٌث تأخذ النواة 

  (   )  ∫ (ب 𝟗)                                       (   )  (   ) 
 

 

 

 النحو: علىبالاستمرار فً نفس العملٌة ٌمكن وضع النواة 

  (   )  ∫ (ب 𝟏 )                                                   (   )    (   ) 
 

 

 

 ( على الصورة:1.2للمعادلة التكاملٌة ) (   )ومنها نحصل على التقرٌب ذي الرتبة 

  ( )   ( )  ∑   ∫ (ب   )                                                    ( ) (   )  
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 ةنحصل علً متسلسل    ، بأخذ النهاٌة عندما    ٌسمً بالتكرار (   )   الحدحٌث 

 نٌومان التً تعرف علً الصورة:

 ( )     
   

  ( )   ( )  ∑   ∫ (ب   )                       ( ) (   )  
 

 

 

   

 

 الشكل: على( 12نعٌد كتابة المعادلة )ب.

 ( )   ( )   ∫ (ب   )                                                  ( ) (     ) 
 

 

 

 حٌث

 (     )  ∑       (   )

 

   

 (ب   )                                                  

( تمثل حل المعادلة 13والمعادلة )ب. (Resolvent kernel)المنحلة  بالنواة (     ) وتسمً 

تكون صغٌرة   ( بطرٌقة التقرٌب المتتالً، وهذه المتسلسلة تتقارب فقط عندما 1.2التكاملٌة )

 جداً.

وتطبٌق متباٌنة شوارتز التً  (11ب.لتحدٌد شرط التقارب نلجأ الً المجموع الجزئً للمعادلة )

 تعطً بالعلاقة التالٌة:

|(   )|  (ب   )                                           ‖ ‖‖ ‖ 

 :بمعطً  ‖ ‖دوال مركبة، والنظٌم   و  ξحٌث

‖ ‖  [∫  ( )  ( )  
 

 
]
 
 
 [∫ | ( )|   

 

 
]
 
 
  (ب   )                                  

 وبالتالً الحد العام للمجموع الجزئً ٌأخذ الشكل:
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|∫   (   ) ( )  
 

 

|

 

 ∫ |  (   )|
   ∫ (ب   )                             |( ) |

 

 

 

 

 

 :بوٌعطً    لمقٌاساً   لٌكن

   ∫ (ب 𝟖 )                                                 |( ) |
 

 

 

  ولتكن 
∫للتكامل  الأعلىترمز للحد    |  (   )|

   
 

 
( تصبح 7 ب.وبالتالً المتباٌنة ) 

 الصورة: على

|∫   (   ) ( )  
 

 

|

 

   
                                 (  9  (ب 

  لربط التقدٌر 
  مع التقدٌر   

 على الشكل: (11ب.نطبق متباٌنة شوارتز للعلاقة )  

|  (   )|
  ∫ |    (   )|

   ∫ (ب 2 )                                                     |(   ) |
 

 

 

 

 

 :نحصل  ( بالنسبة الً 2 ب.العلاقة ) علىبإجراء التكامل 

 ∫ |  (   )|
          

  

 
 (ب   )                                                           

 حٌث

   ∫ ∫ (ب   )                                                          |(   ) |
 

 

 

 

 

 العلاقة التكرارٌة الآتٌة:( تبنً على   ب.المتباٌنة )

  
         

 (ب   )                                                                        

 ( نحصل على المتباٌنة التالٌة:  ب.( و )9 ب.من المعادلتٌن )
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|∫   (   ) ( )  
 

 

|

 

   
 (ب   )                                                             

( ٌملك مقدار أقل من الكمٌة 2 ب.للمجموع الجزئً فً المعادلة )الحد العام وبالتالً 

   | |
( تتقارب أسرع من المتسلسلة الهندسٌة   ب.وبهذا فإن المتسلسلة اللانهائٌة )      

 وبالتالً فإن:  | |مع النسبة الشائعة 

 (ب   )                                                              | |

 هذا الشرط ٌضمن التقارب المنتظم لهذه المتسلسلة.

 أثبتنا علً وجود الحل والآن نثبت على أن الحل وحٌد.  

  نبرهن وحدانٌة الحلثانياا  

 إن أي ( )   ( )  ( ونعوض وجود الحلٌن 1.2لتكن لدٌنا المعادلة )

  ( )   ( )   ∫  (   )  ( )  
 

 
    

  ( )   ( )   ∫  (   )  ( )  
 

 
    

  ( )    ( )    ( )   

  ( )   ∫  (   )  ( )  
 

 
  شوارتزبتطبٌق متباٌنة كوشً                            

|  ( )|
  | | ∫ | (   )|    ∫ |  ( )|

   
 

 

 

 
   

   لوبالتكامل بالنسبة 

 ∫ |  ( )|
    | | ∫ ∫ | (   )|       ∫ |  ( )|

   
 

 

 

 

 

 

 

 
  

 ∫ |  ( )|
    | |   ∫ |  ( )|
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         نعوض

∫ |  ( )|
    | |   ∫ |  ( )|

  

 
  

 

 
  

 أو

[  | |   ] ∫ |  ( )|
    2

 

 
   

| |لكن    هذا ٌعنً أن     

  ( )  2                    [   ]    

( )       وهو المطلوب            ( ) 

  ( )  حل وحٌد  
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 (جملحق )ال

 لمعادلة فولتيرا التكاملية نظرية وجود ووحدانية الحل  اثبات 

 ( )   ( )   ∫  (   ) ( )  
 

 

 

 نبرهن علً وجود الحل باستخدام طرٌقة التقرٌب المتتابع على النحو: أولا 

  ( )  (ج  )                                               ( )  

 الأولً ٌأخذ الشكل:والتقرٌب من الرتبة 

  ( )    ( )  ∫ (ج  )                                                     ( )  (   ) 
 

 

 

 الصورة: علىفٌكون أما التقرٌب من الرتبة الثانٌة 

  ( )    ( )  ∫ (ج  )                                                      ( )  (   ) 
 

 

 

 من المرات نحصل على العلاقة   وبإعادة العمل نفسه 

  ( )    ( )  ∫ (ج   )                                                  ( )    (   ) 
 

 

 

 وبالتالً نستطٌع كتابة الحل على صورة متسلسلة على الشكل 

 ( ) (ج  )                                                                                  ( )  ∑ 

 

   

 

من المعادلة  ( ) ولإثبات ذلك نعوض فً تلك المعادلة عن (،    مثل حلاً للمعادلة )ت ( ) 

  ( لنحصل على العلاقة التالٌة5.ج)

 ( )  ∫  (   ) ( )     ( ) (ج  )                                 ( )  (   ) ∑ 

 

   

 

 

  

 :وباستخدام علاقة التكرار نجد أن
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  ( )  ∑  ( ) (ج  )                                            ( )  

 

   

 

متقاربة بانتظام.  ( )  ∑مستمرة وان  ( )  لتبرٌر الحساب أعلاه ٌجب إثبات إن الدوال 

 وكذلك  ،مستمرة ( ) تكون بدٌهٌة ومن المعلوم إن  ( )  حٌث إن الاستمرارٌة ل

  ( )  :نجد إن   ل ة( والاستمرار4ٌ.جوباستخدام المعادلة ) ،تكون مستمرة ( )  

 ولنبرهن إن التقارب منتظم نفرض إن:  كذلك مستمرة لأي  ( )  

  (ج 𝟖)                                                                                   |( ) |     

 وكذلك       حٌث 

  (ج 𝟗)                                         |(   ) |     

 :ونجد من البدٌهً إن                       حٌث

|  ( )|  (ج 𝟏 )                                                                        

  :وبتطبٌق شروط التقارب على التقرٌب من الرتبة الأولً نحصل علً      حٌث 

|  ( )|  ∫ (ج   )                                                     (   )     |( )  ||(   ) |
 

 

 

 :وبالمثل على التقرٌب من الرتبة الثانٌة نجد إن      حٌث 

|  ( )|  ∫ | (   )||  ( )|   
   

 
(ج   )                                         (   )

 

 

 

  :على الشكل    وبإعادة تكرار العملٌة السابقة نحصل ل  

|  ( )|  ∫ | (   )||    ( )|   
     

(   ) 
∫ (   )      
 

 

 

 

  
   

  
 (ج   )          (   )

  :والتً نستطٌع كتابتها على شكل متسلسلة تاٌلور كما ٌلً

∑
   

  
(   )     (   )

 

   

 (ج   )                                                     

 وبالتالً ٌكون التقارب منتظماً، ونكون أثبتنا الوجود.

  نبرهن وحدانٌة الحلثانياا 

  :( وباستخدام خاصٌة خطٌة المعادلة فإن   حلان للمعادلة ) ( ) و ( ) نفرض إن 

 ( )   ( )   (ج   )                                                                                                 ( )  

  :هو حل للمعادلة المتجانسة التالٌة
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 ( )  ∫  (   ) ( )  
 

 

  (ج   )                                       

( ) لإثبات إن   :لنفرض أن ( ) نقوم بالخطوات نفسها التً قمنا بها على الحل  2 

  (ج   )                                                                                           |( ) |     

( نحصل على التقرٌب من الرتبة الأولً على 5 .جوباستخدام المعادلة )      حٌث 

  :الشكل

|  ( )|  ∫ | (   )||  ( )|     (   )
 

 
  (ج 𝟖 )                                             

  :وبالمثل نحصل على التقرٌب من الرتبة الثانٌة على الصورة      حٌث 

|  ( )|  ∫ | (   )||  ( )|   
   

 
(ج 𝟗 )                                        (   )

 

 
  

 من المرات نحصل على التقرٌب التالً    وبإعادة العمل نفسه       حٌث 

|  ( )|  
   

 
  (ج 𝟏 )                                                              (   )

وبأخذ النهاٌة  .موجود ( ) وبالتالً نصل إلى إن الحل         و       حٌث 

  :( نحصل عل2ً ب.)للمتباٌنة 

   
   

   

 
  (ج   )                                                      2   (   )

( )  أي أن  وبالتالً   2 

 ( )   (ج   )                                                 ( )  

 وحٌد  ( ) بذلك أثبتنا إن الحل الموجود و
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 (د) ملحقال

  استخذام الماتلاب بطريقت النواة القابلت للفصل 

Matlab Code for degenerate kernel Method: 

%Degenerate kernel method using taylor series 

%the problem is: phi(x)=1+ int(0,1)sin(x+y)dy 

clc 

clear 

format long 

a=0;b=pi/2;lambda=4/pi; 

%The five terms of taylor series s.t 

k(X,Y)=sum(i=l:m)ui(x)*vi(y) 

m=5; h=(b-a)/(m-l); 

u=zeros(m,m); 

v=zeros(m,m); 

c=zeros(m,m); 

x(1)=0 

for i=l:m 

    v(i,l:m)=[x(i)^0; x(i);x(i)^2; x(i)^3; 

x(i)^4]; 

u1(i)=k1(x(i)); 

u2(i)=k2(x(i)); 

u3(i)=k3(x(i)); 

u4(i)=k4(x(i)); 

u5(i)=k5(x(i)); 

x(i+1)=x(i)+h; 

end 

%WE USE THE TRAPOZOIDAL RULE TO APPROXIMATE THE 

INTEGRALS  

for i=l:m 

    G(i)=g(x(i)); 

    S(i)=x(i); 

    x(i+1)=x(i)+h; 
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end 

D(1,1)=h/2; 

D(m,m)=h/2; 

for i=2:m-1 

    D(i,i)=h; 

        phi(i)=h; 

end 

for i=l:m 

    for j=l:m 

c(i,l:m)=[v(i,j)'*u1(j)'; v(i,j)'*u2(j)'; 

v(i,j)'*u3(j)'; 

v(i,j)'*u4(j)'; v(i,j)'*u5(j)']; 

r(i)=v(i,j)*G(j)'; 

    end 

end 

 e=D*c; 

n=r*D; 

I=diag(ones(m,l),0); 

lhs=I-lambda*e; 

z=inv(lhs)*n'; 

p=G'+lambda*[u1;u2;u3;u4;u5]*z; 

[u1;u2;u3;u4;u5] 

k=[s',p] 

pe=sin(s); 

plot(s,p,'*',s,pe,'r.') 

%legend('approximate','exact',4) 

%THE NESTED FUNCTIONS Which related to g(x) and 

ui's(x) 

% #1 function g=g1(x) 

%g=1; 

%#2 function ker=k1(x,y) 

%ker=sin(x+y); 

%#3function ker=k2(x,y) 

%ker=cos(x+y); 

%#4function ker=k3(x,y) 

%ker=(-1/2)*sin(x+y); 
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%#4function ker=k4(x,y) 

%ker=(-1/6)*cos(x+y); 

%#5function ker=k5(x,y|) 

%ker=(1/24)*sin(x+y) 

  نيستروماستخذام الماتلاب بطريقت  

Matlab Code for Nystrom Method: 

tic 

%The Nystrum method to approximate the Fredholm  

integral 

equation of the  

%second kind. 

%the problem is phi(x)=(- 

2/pi)*cos(x)+(4/pi)*int(0,pi/2)cos(x-y)phi(y)dy 

clc 

clear 

format long 

a=0 ; 

b=pi/2; 

lambda=4/pi; 

n=70; 

h=(b-a)/n; 

x(n)=b; 

for l=1:n-1 

    x(1+1)=a+h*1; 

end 

G=zeros(l,n); 

S=zeros(l,n); 

phi=zeros(l,n); 

K=zeros(l,n); 

for i=l:n 

    G(i)=g(x(i)); 

    S(i)=x(i); 

for j=l:n 

    K(i,j)=k(x(i),x(j)); 

 end 
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end 

% we approximate the integrais using 

Trapezoidrule. 

for i=l:n 

    D(i,i)=h; 

end 

I=diag(ones(n,l),0); 

lhs=I-lambda*D*k; 

phi=inv(lhs)*G'; 

 %The exact solution is phi(x)=sin(x). 

 phie=sin(s); 

y=[phie'-phi]; 

 plot(S,phi,'*',S,phie,'r.',S,y) 

 plot(S,y) 

 %plot(S,y) 

 %legend('approximate','exact','error',4) 

    disp('  S  phie    phi   y') 

  [S',phie',phi,y] 

 %the nested functions are 

 % #1 to approernximate the kernel 

 %function ker=k(x,y) 

 %ker=cos(x-y); 

 % #2 to approernximate the know function g(x) 

 %function Ge=g(x) 

 %Ge=(-2/pi)*cos(x); 

 toc    

  قاعذة شبه المنحرفاستخذام الماتلاب بطريقت 

Matlab Code for Trapezoidal rule: 

tic 

clc 

clear 

format long 

%Composite trapezoid rule for Volterra integral 

equations of the 

%second kind 
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%Take from Atkinson, K.E. "Numerical solution of  

ordinary differential 

%equations", Wiley (2009) 

%The problem is phi(x)=2*exp(x)-2-x+int(0,x) (x- 

y)phi(y)dy 

tic 

clc 

clear 

format long 

loop = 30;% This is much more than is usually 

needed . 

b=1; 

n=20; 

h = b/n; 

x = linspace (0,b,n+1); 

gcng=@(x) (2*exp(x)-2-x) ; 

gvec = gcng(x) ; 

phivec = zeros(1,n+1) ; 

phivec(1) =gvec(1) ; 

 for i=1:n; 

    phivec(i+1) = phivec(i) ;% The initial 

estimate for 

the iteration. 

    kvec = gcnk(x(i+1) ,x(1:i+1)) 

.*phivec(1:i+1); 

    for j=1:loop 

        %applying trapezoid rule 

        phivec(i+1) = gvec(i+1) + 

h*(sum(kvec(2:i) 

+(kvec(1)+ kvec(i+1))/2); 

      kvec(i+1)= gcnk(x(i+1) ,x(i+1)) 

.*phivec(i+1); 

    end 

 end 

phi = phivec; 

x = linspace(o,b,n+1); 
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phie=x.*exp(x); 

y=(abs(phie-phi)); 

m=[x',phi',phie',y'] 

plot(x,phi,'*',x,phie,'r') 

grid on 

plot(x,y) 

grid on 

toc 

  من الذرجت الرابعت. كوتا –رانج استخذام الماتلاب بطريقت 

Matlab Code for Runge-Kutta method of order 

4 

tic 

clc 

clear 

format long 

%calculates an approximation to a volterra 

Integral Equation of the second kind using the 

fourth order Ruge-kutta method 

% The problem is phi(x) =2*exp(x)-2-x+int(0,x)(x-

y)phi(y)dy 

%specifying weights: 

theta=[0,0.5,0.5,1] ; 

A=[0.5,0,0,0;0,0.5,0,0;0,0,1,0; (1/6); 

(1/3), (1/3), (1/6)]; 

a=0; 

b=1; 

h=.1; 

nodes=a:h:b ; 

num_inter_pts=(length(nodes)-1)*3; % number of 

intermediate points 

  

x=zeros(1, num_inter_pts+length(nodes)); %vector 

of nodes and intermediate points 
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for i=1:ength(nodes) % placing node values into x 

    x(i+3*(i-1))=nodes(i); 

end 

  

FOR i=1:length(nodes)-1 % placing intermediate 

points into x 

    for j=2:4 

        x(i+3*(i-1)+j-1)=x(i+3*(i-1))+h*theta(j); 

    end 

index=zeros(1,length(x)); % keeps track of which 

intermediate points are % associated with whch 

node 

for i=1:length(nodes)-1 

    index(i+3*(i-1) :i+3*(i-1)+3)=i; 

end 

index(lendth(index))=lendth(nodes); 

phi=zeros(1,length(x)); % vector of solution 

values 

p=4; % order of method  

 g=@(x)(2*exp(x)-2-x); 

FOR i=1:longth(x) 

    phi(i)=g(x(i)); 

    m=mod(i,4); 

    k=index(i); 

    IF m==2 

       V=1; 

    ELSEIF m==3 

        V=2; 

    ELSEIF m==0   

        v=3; 

    ELSEIF m==1 

        v=0; 

    end 

    if i~=1  i~=2  i~=3  i~=4 

        for j=1:k-1 

            for l=1:p 
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                indl= gind(j==index); 

                indl=indl (1); 

                 

                %applying RK formula 

                phi(i)=phi(i)+h*A (4, l) 

*gcnk(x(i), 

x(indl+(1-1))). *phi(indl+(1-1)); 

            end 

        end 

    end 

    if V~=0 

        for l=l:v %depends on mod 

            indl= gind(index(i)==index); 

            indl=indl(1); 

             

            %applying RK formula 

            phi(i)=phi(i)+h* A(v,l)*gcnk(x(i), 

x(indl+(l-l))). *phi(indl+(l-l)); 

         end 

    end 

 end  

%obtaining node values 

phi2=zeros (1, length(nodes)); 

for i=1: length(nodes) 

    phi2(i)=phi(i+3*(i-1)); 

end 

phie=zeros (1, length(nodes)); 

for i=1: length(nodes) 

phie(i)=x(i+3*(i-1)).*exp(x(i+3*(i-1))); 

end 

y=phie-phi2; 

  

m= [nodes', phi2', phie', y'] 

plot (nodes, phi2,'bl*', nodes, phie,'r') 

grid on 

plot(nodes,y) 
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grid on 

toc   


